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连续 介质 力学 (Continuum Mechanics) ,从 广义 上 讲 , 它 是 以 连续 介质 假设 为 基础 的 
多 力学 学 科 的 总 称 , 例 如 流体 力学 .水 利 力学 .气体 动力 学 .弹性 力学 .塑性 力学 .爆炸 力 
等 均 属 于 连续 介质 力学 的 范畴 。 它 是 一 iha 工程 力学 专业 、 爆炸 力学 专业 等 
量 重 要 的 共同 基础 或 专业 内 容 。 
| 连续 介质 力学 是 经 典 理论 力学 的 发 展 。 о 它 当然 是 研究 连续 介质 的 宏观 性 状 
二 , 即 研究 物质 的 宏观 机 械 运 动 ,而 不 管 物质 的 走 实 微观 结构 ,尽管 物质 是 由 大 量 的 分 子 
Éz. 因此 ;连续 介质 不 对 物质 的 真实 微观 结构 作 尾 何 探讨 ,但 与 物质 结构 理论 并 不 矛盾 ， 
| 是 相辅相成 的 。 物 质 结构 理论 研究 的 是 物质 微观 情况 ， M n bd s 而 连续 
质 力学 则 研究 具有 不 同 微观 结构 物质 的 共同 性 状 。 
Ш о 连 续 介 质 方 学 的 译 要 利 的 在 于 建立 各 种 物质 的 力学 模型 ， 并 给 出 各 种 物质 的 本 构 关 
医 的 数学 表达 起 * 同 时 在 给 定 的 初始 条 件 和 边界 条 件 下 求 出 问题 的 解 。 概 括 起 来 , 它 涉及 
下 基本 内 容 DEUTE 1 研究 连续 介质 变形 的 几何 性 质 , 确 定 变形 所 引起 物质 各 部 
М тзлт, 以 及 各 邻近 点 相互 距离 的 变化 , 即 研究 诸如 运动 ,变形 ,变形 梯 
形 张 烽 等 尖 @ 运 动 学 。 主 要 研究 连续 介质 力学 中 各 种 物理 量 随 时 间 的 变化 率 ,这 包 
barer, 变形 速率 、 旋 转速 率 等 。@ 基 本 方程 。 根 据 适用 于 所 有 物质 的 守恒 定律 建立 
огахии тлела гае, AASE ñb EL Jy #8 MTER 
ОЖЖ, ОНИЕ. яши. .塑性 理论 流体 与 气体 动力 学 、 粘性 流体 再 
等 ,:@ 疝 题 的 求解 。 
连续 介质 力学 分 为 经 典 连 续 介质 力学 (Classical ( Continuum Mechanics) 和 近代 连续 
葵 质 力学 (Modern Continuum Mechanics), 
E 1. 经 典 连续 介质 力学 。 它 侧重 研究 两 种 典型 的 理想 介质 , 即 线 弹 性 物质 和 线 粘性 物 
所 .这 两 种 物质 模型 能 够 很 好 地 描述 在 工程 技术 上 所 处 理 的 很 多 介质 的 特性 ,因此 经 典 连 
沪 介 质 理论 至 今 仍 被 广泛 应 用 并 将 继续 发 挥 解决 实际 问题 的 能 力 。 
2. 近代 连续 介质 力学 。 它 是 在 二 次 大 战 以 后 发 展 起 来 的 , 它 是 经 典 连续 介质 力学 的 
股 展 和 扩充 ,具体 表现 在 :物体 不 必 只 看 作 是 质点 的 集合 ; 它 可 能 是 由 具有 微 结构 的 质 
是 集合 体 。@ 运 动 不 必 总 是 光滑 的 ,运动 有 激 波 、 扩 散 等 , @ 物 体 不 必 只 受 力 的 作用 , 它 也 
六 J 承受 体力 偶 、 力 偶 应 力 , 以 及 电磁 场所 引起 的 效应 等 。@ 对 本 构 关系 进行 更 加 概括 的 研 
究 。@@ 重 点 研究 非 线 性 问题 。 
£ ”近年 来 ,近代 连续 介质 力学 在 其 深度 和 广度 上 都 取得 了 很 大 进展 ,并 出 现 了 下 述 三 个 
$ 0]. Oik EEJ (Rational Mechanics) 的 观点 和 方法 研究 连续 介质 理论 ,从 而 发 展 
普 灾 理性 连续 介质 力学 .四 把 近代 连续 介质 力学 和 电子 计算 机 结合 起 来 ,从 而 发 展 成 为 计算 
K š 绪 介 质 力 学 。@ 把 近代 连续 介质 力学 的 研究 对 象 扩大 ,从 而 发 展 成 为 连续 系统 物理 学 
? KContinuum Physics), | 
然而 ,本 书 “ 别 具 一 格 ”"“ 与 众 不 同 ”, 它 既 非 “经 典 ”, 又 非 * 近 代 ”。 它 介 于 经 典 与 近代 
k 间 , 它 也 不 同 于 现 已 出 版 的 众多 的 《连续 介质 力学 》, 这 些 书 都 是 针对 具有 流体 力学 和 


М \ 上 


/ 


体力 学 基础 的 读者 的 高 级 概论 。 本 书 主要 是 针对 爆炸 力学 和 爆炸 物理 专业 的 本 科 生 和 研 


究 生 的 , 它 系 统 地 给 出 ;连续 介质 力学 的 数学 基础 、 应 力 分 析 、 运 动 与 变形 、 基 本 物理 规律 、 
本 构 方 程 . 不 可 压 流 体力 学 .气体 动力 学 、 爆 又 学 .爆炸 作用 、 动 载 固 体力 学 .应 力 波 理论 
等 。 总 之 , 它 给 出 了 该 专业 所 需要 的 全 部 基础 内 容 。 所 以 从 本 书 的 结构 体系 和 所 述 内 容 来 
看 , 它 也 不 同业 已 出 版 的 针对 爆炸 物理 和 爆炸 力学 专业 的 力学 著作 。 本 书 既 考虑 到 该 专业 
的 已 往 基 础 ,又 考虑 到 该 学 科 的 最 新 发 展 , 如 增加 了 动 载 固体 力学 .应 力 波 理论 和 不 可 压 
流体 力学 .本 构 方 程 等 内 容 ; 同时 结 ri E 大 计算 方针 《特征 法 计 
算 、 有 限 差 分 法 和 有 限 元 法 )。 Eras лк 

本 书 除了 适用 于 本 专业 的 本 科 生 和 研究 生 之 外 ; CHEE НЕЛЯ НЕШ. 
材料 动 载 响应 .爆炸 加 工 以 及 一 般 的 力学 专业 的 本 科 生 、 MRENE KAREAR 
或 参考 书 。 

本 书 分 成 三 册 ， 上 册 为 (连续 介质 力学 基础 ,其 内 容 包括 ， 序言 . 张 量 基础 场 论 初步 、 
应 力 分 析 、 运 动 与 流动 .守恒 规律 和 本 构 关系 等 ;中 册 为 流体 力学 与 爆炸 力学 ); 内 容 包 
括 :流体 力学 基本 方程 组 .流体 静 力 学 .不 可 压 流动 ,位 热量 论 与 射流 .气体 动力 学 方程 . 冲 
击 波 与 特征 线 理论 . 量 纲 理论 . 波 的 相互 作用 与 具体 应 镍 РЕЖЕ ЖЕЕ, ЖЕКИ. 
爆 奢 产物 的 飞散 与 爆炸 作用 等 ;下 册 为 人 动 载 固 体力 学 与 应 为 波状 内 容 包括 :应 变 分 析 、 弹 
Ё. Е, 滑 移 线 理论 、 ж, een s n 有 np nias. 应 as 
础 等 。 ку СОК С. 

а а A RAR NORE ннан ЕЕ д 
С. Е. Mase 的 《Continuum Mechanics ) 为 基本 蓝图 ,并 参照 有 关 流 体 : 血 体 与 爆炸 等 方面 
的 专著 ,扩充 改编 而 成 。 由 于 内 容 较 广 、 跨 度 较 大 ,全 书 约 23 яғ; i. s. 
RAR ТИЖ ЕК А, АНА УЛДЕ, AERE Оол с 


J 本 科 生 和 研 
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(特征 法 计 


冲击 载荷 、 
人 员 的 教材 


WEF, 
F) 内 容 包 
学 方程 、 冲 
KRP, 
变 分 析 、 弹 
] 波 理论 基 


出 之 上 , 以 
炸 等 方面 
L、 作 者 学 


第 一 章 ”连续 介质 力学 的 数学 基础 


力学 (Continuum Mechanics) 是 以 广泛 而 深厚 的 数学 作为 研究 的 基础 , 它 除 
等 数学 基础 之 外 ,还 需要 一 些 特殊 的 数学 分 支 ,其 中 最 重要 的 是 张 量 和 场 


| | 一 ” 张 量 基础 


1.1 张 量 及 其 定义 


|елилеашоитг гаял ша КАЛАМА 
写 高 度 简练 ;而 更 重要 的 是 ,因为 连续 介质 力学 中 所 出 现 的 一 些 重要 的 基本 物 
力 .应 变 等 ,本 身 就 是 张 量 。 所 以 张 量 对 于 连续 介质 力学 的 研究 十 分 重要 。 
tensors) ,在 数学 上 讲 , 它 是 不 依 融 于 任何 特定 的 坐标 系 币 存在 的 量 , 它 是 用 来 
F 在 的 物理 量 的 ， 

质 力学 以 及 各 物理 学 科 中 所 研究 的 物理 量 均 不 依赖 于 坐标 系 ,然而 要 在 数量 
\ 锣 理 量 并 对 其 进行 计算 ,常常 又 需要 选 参考 的 坐标 系 。 物 理 量 在 不 同 的 坐标 
K 同 的 表征 量 , 即 给 出 一 些 不 同 的 分 量 ,但 这 些 坐标 系 所 表述 的 物理 量 又 是 客观 
-个 物理 量 , 因 此 在 不 同 坐标 系 其 不 同 的 表征 数值 之 问 必 有 确定 的 变换 规律 ,在 


, 系 下 物理 量 ( 亦 即 张 量 ) 其 诸 分 量 已 知 , 则 在 另 一 坐标 系 下 该 张 量 的 各 分 量 就 完 
.了 。 这 正 是 张 量 独立 于 坐标 系 的 反映 。 其 分 量 是 满足 一 定 的 坐标 变换 规律 的 量 ， 也 


э 年 9 Кая 一 种 定义 。 


j. ( 在 研究 任意 两 个 曲线 坐标 系 之 间 的 一 般 变换 时 所 定义 的 张 量 称 作 一 般 张 量 或 普遍 张 
„general tensors)。 从 一 个 第 卡尔 坐标 系 (Cartesian coordinate ѕуѕтет) a= 一 个 笛 卡 尔 
标 系 变换 的 张 量 称 作 笛 卡尔 张 量 (Cartesian tensors) 。 由 于 连续 介质 力学 的 大 部 分 物理 | 


| 张 量 按照 它 已 们 所 服从 变换 规律 的 特定 形式 可 以 用 秩 或 阶 (rank or order) 来 分 类 , 这 
1 分 类 体现 在 一 个 给 定 张 量 在 Я s 间 所 具有 分 量 的 个 数 上 ,如 在 作为 三 维 欧 几 里 德 空 
3 Euclidean space) 的 一 个 任意 的 物理 空间 中 ， 一 个 张 量 的 分 量 个 数 则 为 3" ,在 这 里 N 
恒 张 量 的 阶 。 因 此 在 物理 空间 中 和 零 阶 张 量 在 任 一 个 坐标 系 中 均 以 一 个 分 量 表征 , 零 阶 张 量 
重 作 标量 (scalars) ,只 具有 大 小 的 物理 量 由 标 童 表示 -在 物理 到 出 中 ~- 阶 张 香 其 有 三 个 从 
革 分 量 , 一 阶 张 量 称 作 矢量 (vectors), 既 具有 大 小 又 具有 方向 的 物理 量 由 矢量 表示 。 二 阶 
8 ЖЖ] Ду 应 着 并 矢 式 (dyadics )， 在 连续 介质 力学 中 几 个 重要 的 物理 量 都 由 二 阶 张 量 表示 ， 
相应 力 张 量 (stress tensor) 和 应 变 张 量 (strain tensor) 。 当 然 在 连续 介质 力学 中 也 出现 更 
Ж 阶 张 量 , 三 阶 张 量 对 应 三 并 矢 式 (triadics) ,四 阶 张 量 对 应 四 并 矢 式 (tetradics)……. 


— 


== 一 = | 
1.2 矢量 与 标量 不 等 


某 些 物理 量 , 如 力 和 速度 ,它们 既 具 有 大 小 ,又 具有 方 癌 ,在 三 维 空间 , CARRE Е 
半 行 四 边 形 相 加 法 则 (parallelogram law of addition) 的 有 向 线段 表示 。 这 样 的 有 向 线 拓 六 . 
(directed line segments) 是 一 阶 张 量 或 称 矢量 的 几何 表示 ,矢量 的 图 示 是 一 个 指向 一 定 ; _ 
向 的 箭头, 该 箭头 的 长 度 与 矢量 的 大 小 成 比例 。 等 价 矢 量 是 具有 同样 方向 .同等 大 小 的 全 .1 
量 ; 零 矢量 Cnujll or zero vector) 是 一 个 具有 有 零 值 大 小 不 定 方 向 的 矢量 ;一 个 负 矢 量 是 与 j 
矢量 大 小 相等 .方向 相反 的 矢量 。 . | 

对 于 像 质量 和 能 量 的 那样 物理 量 , 它 们 只 具有 大 小 , 故 由 称 作 标 量 的 零 阶 张 量 表示 ， 

按 吉 布 斯 写法 (Gibbs natation), 大 量 用 正 黑 体 字 母 表示 ,但 在 本 书 用 黑 斜 字母 。 n TE 
用 和 斜体 字母 表示 ,如 a、b、4 等 。 单 位 矢量 用 斜 黑体 字母 之 上 加 一 个 凸 字符 表示 ,如 е, 
1.1 给 出 任意 矢量 a、b 和 单位 矢量 e 以 及 一 对 等 矢量 ec、d。 


Е RE 
图 1.1 | кй 

二 阶 及 二 阶 以 上 的 张 量 用 大 写 全 黑 正 体 字母 表示 ,如 用 DE 等 (车 按 吉 布 斯 写法 : 
重 黑 正体 字母 )。 | . 
任 一 个 矢量 a 的 大 小 即 数值 ,写成 a, 或 者 表 成 |a|。 矢量 
1.1.1 矢量 相 加 、 矢 量 与 标量 相 乘 ,以 入 于 


”矢量 相 加 服从 平行 四 边 形 法 则 。 按 该 法 则 ， 两 个 矢量 的 合 矢量 为 以 这 两 个 矢量 为 邻 . S dt Ba 
| s нутра 见 图 1. 2(a), ap erpai 角形 法 中 9 为 


~ 一 -人 一 


三 角形 的 第 三 n. кеа REMAT RENESA 


a+b=b+a=c (1... 
“矢量 相 减 (vector subtraction) 可 用 负 矢 量 相 加 实现 ， 如 图 1. 2(b) 所 示 , 医 因此 
a—b=—b+a=a | (laso 


矢量 相 加 和 矢量 相 减 满足 交换 律 和 结合 律 (commutative law апа associative lawy 
如 图 1. 2(c) 所 示 , 因此 


(a+b)+g=a+ (b+ g) = h (1. ` 


一 个 矢量 与 一 个 标量 的 积 一 般 给 出 一 个 新 的 矢量 ,这 个 矢量 与 原 矢 量 方向 相同 而 长 
人 不 等 ,其 例外 的 情形 是 矢量 乘 以 零 给 出 一 个 零 天 量 ; хаш нй 1 а ня ы 
用 服 4 Р Eo RURE m 所 给 出 的 三 种 可 能 情况 。 
DEA: 


s> WL 


| 一定 
vhi% ОШ 
t 是 与 mb Be 
кай, s ds (0<m<1) ss 
P. 
Ше, | 图 1.3 
x 矢量 与 标量 的 积 满足 结合 合 律 和 分 配 律 (distributive rule) | 
m (nb) = (mn)b = n(mb) (1.4) 
(m + n)b = (n + m)b = mb + nb (1.5) 
m(a + b) = m(b + a) = ma + mb (1. 6) 
矢量 乘 以 它 的 数值 倒数 给 出 与 它 同 向 的 单位 矢量 Cunit vector) | 
hE | b = b/b (1.7) 


1.1.2 ”矢量 的 点 积 与 又 积 | 
1 矢量 a 和 矢量 5 点 乘 的 结果 称 点 积 又 称 为 标 积 (dot or scalar product) ,这 个 积 为 标 
上 以 和 表示 
量 为 令 А= а » b = b * a = abcos0 (1. 8) 
角形 江上 Ө 为 这 两 个 矢量 夹 角 的 较 小 者 , 见 图 1.4(a) ,矢量 a 同 单位 矢量 6 的 标 积 为 a 在 6 方 
Æ Fr N 的 投影 (projection ) 。 


(1. 
COLAK) b 
(1 
tve la an С 
(3: 图 1.4 
| 矢量 与 5 又 乘 的 结果 称 叉 积 或 称 作 矢 积 (cross or vector product) ,这 个 积 为 矢量 ， 
у 表示 , 它 由 下 式 给 出 
| 1 v =a X b =— Ь Ха = (absin0)e (1. 9) 
£ N 中 9 ARE a Mb 之 间 小 于 7 的 夹 角 ;e H Ta 与 b 所 构成 的 平面 , Habe 三 个 方 
h REFR. v 的 大 小 等 于 以 a.b 为 邻 边 的 平行 四 边 形 的 面积 ,如 图 1.4(b) 所 示 的 阴影 部 


{ ХЕЕЕ. | 
三 矢 标 积 (scajlar triple product), 又 称 混合 积 (mixed product), 又 称 箱 积 (box prod- 
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uct), 为 Е 
[abc] = а • (b X с): = (а X b) * с = 4 s (b еу m A е . (1.10) 
AFT Ua b c 为 邻 边 的 平行 六 面体 的 体积 。 ` | 
三 矢 矢 积 (vector triple product) 是 这 样 两 个 矢量 又 乘 的 结果 ; 这 两 矢量 之 中 一 个 又 
作为 另外 两 个 矢量 的 又 积 。a 与 bXe 的 又 积 w 存在 如 下 的 恒等式 
| w = a X (b X c) = (a + с)Ь — (а, Б)с (1.11) 
жй» 在 和 4 所 构成 的 平面 内 | 


13 并 矢 与 并 矢 式 


矢量 ea 和 的 不 定 矢 积 (indeterminate vector product) 称 作 并 天 (dyad) ; 它 表 成 ab， 
不 定 矢 积 一 般 不 能 交换 :ap 天 pa ,并 矢 的 第 一 个 矢量 称 作 前 项 (antecedent), 第 二 个 矢量 称 
作 后 项 (consequent ) 。 FRI (dyadic)D 对 应 一 个 二 阶 张 量 (tepsor of order wo), Е 总 可 
表 成 有 限 个 并 矢 之 和 AE 
D = а, + azb; ЕЯ х М ати u k (1.12) 
当然 ,该 式 并 不 唯一 。 иң 


р, = ba, + Ва, + = + H Ba | (1.13) 

如 果 在 (1. 12) 式 中 的 每 个 并 矢 均 换 成 为 两 个 矢量 的 点 乘 ， 所 得 到 的 标量 称 作 并 矢 式 p 的 
mE CER 。 

D, = a, · bi + a; · b, + = + ax * by `: (м4) 

(在 上 式 中 D, 是 个 标量 ， 本 应 应 将 它 写 成 一 Bek, Вазе тене, 在 后 面 亦 会 遇 

到 类 似 情况 )。 
如 果 在 (1. ЛЛК ГЕЛЕ Г Г 的 
矢量 (vector of the dyadic), ÉB M ` | ` " 


D, = а; > bi+ a, X b, +~ ` + ах X by (1. 15) 
不 定 矢 积 服从 分 配 律 | кы, 
| a(b + c)=ab+ac ~- a sss (1.16) 
(a+b)c=ac+bc ` i (1.17) 
(a + b)(c + d) = ac J- ad + bc + bd (1.18) 
如 果 标量 4 和 jp 与 并 矢 相 乘 , 则 有  .， з в аы Ас 

бы Lab ba i | С (1.19) 
Qa)b=aQb) = ав (1.20) 

如 果 v 是 任 一 矢量 , 它 与 D АЯУ. DAD. ка оин» ЖШ 
v ° D = (у аЬ, + ( ° a;)b, + ++ (v ° aw)by = u 21) 
D ev = a,(b, ° v) + a,(b, v) + ++ +anlby °v) = w . a. 22) 


在 (1. 21) 式 中 的 D 称 作 后 因子 (postfactor) ,而 (1. 22) 式 的 D 称 作 前 因子 (prefactor) 。 如 
果 对 于 每 个 矢量 ”有 如 下 两 式 之 一 成 立 
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y D=y-E 或 р.у Еу (1.23) 
则 并 矢 式 D ЯП Е 相等 。 单位 并 矢 式 或 称 笑 等 因 了 于 (unit dyadic or idemfactor)I, 它 是 以 下 
式 表 示 的 并 矢 式 


I = ее, + е,е, 十 езе, (1.24) 
其 中 el „е, ‚ез 构成 三 维 欧 几 里 德 空间 的 任 一 正 交 基 (orthonormal basis), АИ 1. 5。 单位 
FRA I 对 于 所 有 的 矢量 vy УУЗ РАЗГ 
Iev=v =v. | J (1. 25) 
又 积 vXD 和 DXv 是 并 矢 式 ,它们 分 别 定义 如 下 ү 
y X D = (уха!) + (у X a,)b, + = + (v X as)bs = F (1. 26) 
D X v = a,(b, X v) Ба, , X v) +- + ау X v) = G (1.27) 
FR ab 和 ed 的 点 积 为 下 式 所 定义 的 并 矢 | | 
ab » cd = (b » c)ad (1. 28) 


根据 (1. 28) 式 , 任 两 个 并 矢 式 D 和 E 的 点 积 为 如 下 所 表示 的 并 矢 式 G 
| D - E= (a,b, + ab, 十 … + амь) * (суй, + с;й, + + + смі) 
= (b, ° c,)a,d, + Ф - стак + +++ + Фу ° см)амум 
= G 71 (1.29) 
对 于 并 矢 式 D Tl E 满足 ú . 
О. O к.р=р.Ее | (1.30) 
则 称 这 两 个 并 矢 式 互 为 可 着 (reciprocal)。 对 于 逆 并 矢 式 常 使 用 如 下 写法 
Е=р 和 рьЕ . | | 
FHR ab 和 ed 的 双 Ыя дої product) MIZU (double Cross iia 
р 


аЬ: ed = (dse) + 4) 二 4， 标量 2 (1. 31) 
сар? cd = (a хс) - d) =h, 矢量 (1. 32) 
Е ‘zab z ed = (a -c)(bXd)=g, 矢量 (1.33) 
Е х ed 6а хс) X d) =uw, ЖЖ - (1.34) 
根据 这 些 定义 ， 并 矢 式 的 双 点 积 和 双 又 积 也 就 确定 了 。 当然 亦 有 定义 为 如 下 形式 的 双 点 积 
ab +» cd = (b -c)(a-d) = А, 标量 (1.35) 

如 果 并 矢 式 D 有 下 式 成 立 | 
D = De (1. 36) 

则 称 D 为 El каныц) 称 (symmetric) 。 如 果 


D 一 一 Dc 37) 
则 称 D 为 反 A ЗЕ Centi- self-conjugate) 或 反对 称 (anti-symmetric), = ЗА 
I 每 一 个 并 矢 式 都 可 表 成 唯一 的 对 称 并 矢 式 和 反对 称 并 矢 式 之 和 


l. р = +O + Do) + + 一 Dc) = G +H 
现在 上 式 中 G 是 对 称 的 ,而 下 是 反对 称 的 ,因为 - 


Gc = + (De + (Dec) = + (c + D) = G (1. 39) 
He = (0с — Do) = 200: DIHA + 0.40) 


关于 唯一 性 可 以 这 样 确定 ; 假定 p 还 可 分 解 成 为 另 一 种 形式 ， 即 为 对 称 的 G" 与 反对 称 的 
H "之 和 


= LH’ | (1. 41) 
而 据 式 (1. 38) .(1. 39) (1. 40) 式 , 则 有 
ре БИ Ona | (1.42) 


De = Gc + Hc = G — H i 


pe = Ge + He = G: -m (1. 43) 
故 由 以 上 三 式 推出 I 
С‘ = e S | | (1.44) 
nS | (1. 45) 


所 以 将 D 分 解 成 对 称 的 并 矢 式 G 和 反对 称 的 并 矢 式 ñ 存在 且 唯 一 


1.4 坐标 系 


我 们 要 表征 一 个 矢量 需要 一 个 坐标 系 。 原 则 上 讲 , 坐 标 系 可 以 任 选 ,然而 针对 不 同情 
况 选取 不 同 的 坐标 系 却 是 有 益 的 。 通 常 ， п аии 
Cartesian coordinate system), 简称 : :直角 坐标 系 ， 它 是 由 = 
Е ша 1.5 所 示 Q A: 

ase 中 任何 一 个 矢量 均 可 表 成 三 个 任意 的 非 
共 面 的 非 零 矢量 的 线性 组 合 ,这 样 的 三 个 矢量 则 称 作 基 
矢量 (basis vectors)。 对 于 取 定 的 一 组 茜 矢 量 a、b.c, 只 .- 
要 适当 地 选取 标量 A... ИЕК у 9 


у = да + ру ис . ‚ (1.46). . 
由 于 假定 这 组 基 矢 量 是 线性 无 关 的 ,所 以 ， жк. | 
бы олаш з м) 
Ё 1.5 
成 立 ， 只 有 | 


在 给 定 的 坐标 系 中 任何 一 组 基 撩 量 都 可 当成 该 从 标的- 组 基 。 不 过 ， 对 于 直角 第 卡尔 
坐标 系 而 言 ,最 寻常 的 选择 是 将 基 矢 量 取 成 沿 三 个 坐标 轴 的 单位 矢量 i、j、k, 如 图 1.5 所 
ЕЛЕ 右手 系 的 年 位 矢量 三 基 (unit vector triad), XH FENA 

ixj=k,. jxk=i, k x i= j (1. 49) 
ї{+ї=],]=К-К=|\ 
{+]=)]-+К=К-+1=0 
这 样 的 一 组 基 矢 量 通常 称 作 一 个 正 交 基 (orthonormal basis), 
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(1. 50) 


Ға 55 b Узе 
a X b= (ай + a,j + a,k) X (bå + b,j + b,K) 

= (а,Ь, 一 a,b,)i + (аЬ, — аЬ] + (аЬ, 一 а,Ь.) 

这 个 结果 亦 常 表 成 行列 式 形 式 (determinant form) 


利用 单位 三 基 : 7 ,矢量 "可 表 成 
y = vd + v,j + vk (1.51) 
见 图 1. 6 所 示 , 式 中 的 三 个 分 量 ( 亦 称 笛 卡尔 分 
量 ) 为 
| 0. = У ° і = ucosa (1.52) 


г ' pe 
eh 


Jy 6] 的 单位 矢量 为， - 
e, = ш a ° (соза) + (соѕ 8) j + (соѕу)Ё 
| (1. 55) 
HT у 是 任意 的 ， 从 而 得 出 任 一 单位 矢量 的 方 
向 余弦 (direction cosines) 均 为 该 单位 矢量 的 
ME 尔 分 量 (Cartesian components ) 。 


| Си тозу у. (150 / ЫЙЫ 
ооу | УЕН ЕЕЕ, RO пзу А 


利用 笛 卡 尔 分 量 可 将 一 些 天 量 运 算 表 成 分 量 形式 ,如 对 于 а Fb RARER 


a * b= (аі + a,j + ak) 


i jJ 
a X b= |а; 
© [bei by 
对 于 三 和 村 各 本 可 写成 行列 式 形式 ，。、 
ja, а, 
Тек = |b, b, 
з бз б; 


ы FR ab п РТ 


ei арша (ai + a,j + ak) (bi --Ь,) + bk) 


= a,b: 十 ayb; + а,б, 


- (b-i + b,j + b.k) 


аута, 


Cr 


0 十 а,Ь) + a,b.iK 


Жакый + вы) + аы} 
4-а, + asb, kj + a,b,RK 


利用 单位 三 基 ija {жи ий 


I = j + j + KK 


(1.56) 


(1.57) 


(1.58) 


. (1.59) 


除了 上 述 的 直角 笛 卡 尔 坐 标 系 ” 外 , 像 图 1.7 所 示 的 柱 坐标 系 (R， 0,z) 和 和 球 坐 标 系 
(r,0,$) 等 曲线 坐标 系 也 广泛 地 使 用 ,在 图 1.7 中 给 出 这 两 种 坐标 系 以 及 基 矢 量 的 单位 三 
医 (ek,er,e:) 和 (e, ,eo,ey)， 人 它们 一 
般 是 位 置 的 函数 。 


RERO 


1.5 张 量 的 指标 表示 法 | 

ffi Et WK B ЗЕ Bt Ж ЕЎ жй t Л Et , УА КЫ %8 3 ТЕ] BR BJ ТЕ SR Б РЕ (indicial 
notation) 表示。 按照 这 种 表示 法 ; 人 如 表 
示 张 量 a、b、T、F、… 可 写成 
as bi T Fi, 

对 于 混合 形式 的 Fri ERR j 之 前 加 上 “. ”, 这 表示 7 为 第 二 个 指标 。 

在 指标 表示 法 的 规则 里 ,对 于 一 个 按 指标 写法 的 张 量 或 张 量 项 , 其 字母 指标 可 能 只 出 
现 一 次 , 弯 可 能 出 现 两 次 。 当 字 和 母 指标 不 重复 出 现时 ,该 字母 要 在 :1,2,…, 玉 的 范围 内 了 到 
值 ,其 中 入 为 规定 指标 域 (range of: index ) 的 确定 整数 。 不 重复 出 现 的 指标 称 作 目 由 指标 
(free indices), 一 个 给 定 的 张 量 或 张 量 项 , 它 的 张 量 阶 则 等 于 其 指标 写法 中 自 由 指标 的 个 
х. А, 在 一 个 正确 写法 的 张 量 式 中 ,对 于 每 个 项 中 作为 自由 指标 的 字母 均 应 相同 。 

1.5.1 一 般 的 求 和 约定 

当 在 按 指标 写法 的 张 量 或 张 量 项 中 , 若 有 一 个 字母 指标 重复 出 现 共 两 次 ， 则 该 指标 要 
取 完 指标 域 中 所 有 的 值 ,然后 将 所 得 的 各 项 加 起 来 ， 这 个 求 和 约定 称 作爱 因 斯 坦 求 和 约定 
(Eistein's surnmation convention) ;在 这 个 求 和 约定 中 重复 的 指标 称 作 旺 标 (dummy in- 
dices)。 作 为 一 个 张 量 项 中 的 哑 标 , 它们 可 用 除 该 项 中 的 自由 指标 以 外 的 任何 字母 代替 而 
不 改变 该 项 的 意义 。 一 般 讲 ,在 一 个 正确 写法 的 张 量 项 中 不 会 有 任何 指标 出 现 两 次 以 上 ， 
如 果 为 满意 地 表示 某 个 量 必须 重复 使 用 某 些 指标 两 次 以 上 , 则 求 和 约定 必须 中 目 。 


. 坐标 系 有 多 种 写法 ,如 对 直角 坐标 系 , 有 有 时 写成 x1xzx3; 有 时 写成 :C(x1,x2,x3) ;下 有 写成 ,xi 等 。 
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自由 指标 的 个 数 和 位 置 可 直接 表明 按 指标 写法 的 那个 量 的 确切 张 量 性 质 , 一 阶 张 量 
由 一 个 带 有 一 个 自由 指标 的 字母 符号 表示 ,因此 任何 一 个 矢量 4a 均 可 由 一 个 带 有 一 个 “下 
标 ” 或 “< 上 标 ” 的 字母 符号 表示 ,或 者 再 加 上 一 个 括号 表示 ”, 即 
а 或 a' 
° Ga) ”或 (a) _ 
对 于 只 \ 具 有 一 个 自由 指标 的 如 下 各 项 式 ， лену, вру" 
а; Disb, В, È, и 0А 
оло оо 
一 阶 张 量 由 带 两 个 自由 指标 的 字母 符号 表示 , 所 以 任何 并 和 式 D MTRT 种 形式 之 
一 表示 
D,D} 或 Dij,D; 
或 写成 | 
2 {DÄ} {ру 或 (DL), (D) | 
ж аваз j 前 加 “ ° ”表示 `7 为 第 二 指标 。 二 阶 张 量 当然 还 可 以 其 他 不 同形 式 
出 现 , 如 | 
Б Ai В? л, 8и, Е 
或 写成 
(Aj) o (Ва), {дио} | 
按照 如 上 的 逻辑 ,三 阶 张 量 则 用 带 三 个 自由 指标 的 字母 符号 表示 。 当 然 ,不 带 有 任何 自 由 
指标 的 字母 符号 则 代表 零 阶 张 量 即 标量 ， 如 符号 À, 
在 一 般 的 物理 空间 中 任 一 组 基 都 是 由 三 个 非 共 面 的 矢量 组 成 ， 因此 在 该 空间 中 任 一 
Л иј 它 的 三 个 分 量 完全 确定 ,于 是 在 三 维 物理 空间 中 表示 一 个 矢量 的 a 或 (a;), 其 
指标 的 取 值 为 1.2.3。 但 须 注意 ,在 许多 书 (包括 本 书 ) 中 符号 a, 有 时 代表 矢量 本 身 , 有 时 
代表 该 矢量 的 第 ;i ЛАЙ. 在 指标 域 为 3 时 ， 表示 一 人 二 阶 张 量 (并 矢 式 )A 的 符号 为 А; 
或 {A} , 它 共有 9 个 分 量 ， (4) 通常 表 成 
A А, А,» 
An A, А» 
: 【Asi . Аз». Аз; š 
BARIN Æ жвае. Mio ) 可 表 成 一 行 或 者 -- 列 


Е ` tA; ү} = (1. 62) 


мо SPS у 


AA а ‚@з) (ai) = 
gegi 
一 般 讲 ， 对 于 指标 域 为 N 时 ,二 Eh nb 阶 张 量 将 有 N" "个 分 量 ， 


141 | . К 


аз) 


* 在 许多 著作 中 表示 一 个 矢量 ,如 表示 矢量 a， 只 用 或 a а]. 但 本 书 有 时 为 了 和 将 矢量 (或 张 重 ) 的 本 身 同 其 分 
量 明确 分 开 , 而 使 用 括号 ， понт а рта 不 加 者 表示 一 个 分 量 ， г л 
一 阶 以 上 张 量 类 大 括号 ,: Ж 
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уй а л 例如 对 方程 组 
ху 一 Сү 十 Cize Се . - к 
2- = Cazi + Сох + Caz; . ' (1. 64) 
хз = Cazi + С», + Caz; 
它 可 以 写成 带 有 两 指标 .指标 域 为 3 的 指标 形式 方程 
=; = Сух; (1. 65) 
XF; у 的 域 为 2 的 如 下 指标 形式 方程 п. р 
Аав (1. 66) 
它 的 展开 形式 为 4 个 方 和 
An = B,CuDi + ВС» ЮР» + BiCnDz + BizCizD2 
Аһ = ВС, + ВС2р, + BC2Da + BC D: 
An = B,C,uDn + B,CxDx, + ВСР + ВСР» 
А» = BaCaDu + ВС» + ВС,» + B,C>D:, 
MRE. 66) 中 i; M j 的 指标 域 为 3 ,该 式 将 表示 9 个 方程 ,而 每 个 方程 的 右边 都 有 9 项 
1.5.2 带 有 单位 矢量 的 求 和 约定 | 
现 叙 述 另 一 种 求 和 约定 。 这 种 求 和 约定 同 带 有 单位 基 矢 量 且 按 符号 写法 的 矢量 和 张 
RAX, 例如 在 直角 笛 卡 尔 坐 标 系 中 有 任 一 个 矢量 "， 它 写 成 
v = ое, + ZA + юзе; (1. 68) 
其 中 01 Fle € 1. U? Fle e: U3 和 e; 分 别 为 " ТЕЁ zi, ©2523 上 的 坐标 和 单位 矢量 。 对 上 式 采 用 
求 和 约定 , 则 该 式 可 写成 如 下 简 缩 形式 
| v = ve | (1. 69) 
式 中 i 为 求 和 指标 ,在 这 里 的 写法 除了 求 和 约定 的 相 加 特点 外 ,还 有 符号 表征 意义 ,在 这 
种 求 和 约定 的 写法 中 , 张 量 的 特征 不 再 同 纯 指 标 写法 那样 由 自由 指标 给 出 。 


同样 ， 二 阶 张 量 亦 可 按 对 诸 指 标 基 矢 量 求 和 的 约定 给 出 ， 于 是 按 (1. 53) 写 法 给 出 的 
ab 现 可 写成 


(1. 67) 


т ¿ss usq o pan | | Е а. 70) 
注意 ,在 这 种 表示 法 中 要 注意 基 矢 量 的 前 后 顺序 。 类 似 地 ， 任 一 个 并 矢 式 D 亦 可 写成 缩写 
形式 , 即 


D = р,6,, (1.71) 


1. 6 坐标 变换 和 一 般 张 量 


та 表示 在 三 维 欧 几 里 德 空间 的 任意 坐标 系 rr А0 为 该 空间 的 另 一 其 他 坐 
标 系 0.0:8。 在 这 里 ,字母 上 的 数字 上 标 只 是 个 标记 ,而 不 是 指数 ; 对 >z ШЖК, ВИ БТ 
区 别 一 般 的 上 标 则 加 括号 表示 ,如 + 的 二 次 方 、 三 次 方 则 写成 (x)? 和 和 (zx), 字 母 上 标 当然 
只 起 指标 作用 ,从 zi 坐标 系 中 任 一 点 (zx!,x? ,zx;) 到 8 坐标 系 中 所 对 应 坐标 (01 , 02 ,62) 的 坐 
标 变换 方程 (coordinate transformation equations ) 为 

@ 一 和 (zlz2z3) (1. 72) 
假定 联系 两 组 变量 (坐标 ) 的 函数 Ө 是 单 值 . 连 续 、 可 微 的 А ЖК (single-valued ‚ continu- 
12 


ous, differentiable functions), 则 存在 着 变换 行列 式 .7 
Ər! Әх? дд? 
2 2 2 
J=- 32 (1.73) 
o JÆ Z а 
| | m жод" ОС ar 
该 行列 式 的 缩写 形式 为 
СА 
ax’ 
这 个 函数 变换 行列 式 称 作 雅 可 比 行列 式 (Jacobian or Jacobian бае алй. 如 果 雅 可 比 
行列 式 不 为 零 ,(1.72) 式 具有 唯一 的 一 组 逆 变换 
ж®==л' (эй ур» (1. 75) 
在 (1.72) 和 (1.75) 式 中 ,由 r ME 所 表示 的 坐标 系 完全 是 任意 的 。 它 们 可 以 是 任意 曲线 
坐标 系 , 亦 可 为 笛 卡 尔 坐标 系 。 


根据 (1. 72), 在 一 点 P 的 微分 失 量 (differential vector)d8 由 下 式 给 出 


J = (1. 74) 


dp = P ari (1.76) 
如 果 在 坐标 变换 下 ,一 组 与 点 .P 有 关 的 量 尹 按 下 式 变换 | 
р = ы С | (1.77) 


则 称 & 为 一 阶 逆 变 张 量 的 分 量 ， 在 上 式 中 偏 导数 (partial derivatives) 是 在 P 点 取 值 的 ,在 

a. INAP b Èr 坐标 系 中 张 量 的 分 量 ,5' 是 在 9 坐标 系 中 的 分 量 。 在 一 般 张 量 的 理论 

中 , 逆 变 张 量 (contravariant tensors) 使 用 上 标 标记 ,因此 在 这 里 坐标 写成 x' 而 不 用 zx;。 
Жа. 77) 式 所 表达 的 张 量 概念 推广 , P 可 定义 二 阶 道 变 张 量 ， Di WER 


其 分 量 服 从 如 下 变换 规律 : 
“В” = — + <В" (1. 78) 

三 阶 逆 变 张 量 . 四 阶 逆 变 张 量 以 及 更 高 阶 的 逆 变 张 量 可 以 按 类 似 方式 定义 。 

与 逆 变 张 量 相对 应 的 为 协 变 张 量 (covariant tensors) 。 在 一 般 张 量 理论 中 , 协 变 张 量 
使 用 下 标 标记 。 协 变 张 量 的 标准 型 是 坐标 的 标量 本 数 的 偏 导 数 ， 如 果 $= 二 (xz!,z' ,zz ) 是 这 
FERIRA Z, 则 有 
< | зс аі‘ әв | | (1.79) 
ст , WRAAE b; 按 了 式 变换 ii | 
| | o Oo B= =] | а. 80) 
жү š 是 在 坐标 系 тарен, 为 在 ЖҮРЕ Н. ЗЗА 
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°> Му, ке r 
: . y ада 


, д” де : ; . | 
= 0 api 8r (1.81) 
当然 ,可 以 按 同 样 方式 定义 更 高 阶 张 量 和 混合 张 量 (mixed tensors) ,例如 


д" 269 20? e N | (1.82) 


1.7 FRKE 


1.7.1 ЕТУК | | 

令 КЛЕ ИЕА [н] BJ Ë Я В КАКА, I 8 为 该 空间 的 任 一 直角 坐标 系 或 
曲线 坐标 系 ( 如 柱 坐标 和 球 坐 标 )。 АНЕ ЕЛИ r 的 矢量 x，, 称 作 直 角 笛 卡尔 坐标 系 中 
任 一 点 Pl(z!,z ,zz ) 的 位 置 矢量 (position vector), НЕА РОН Q(z) 之 间 微 元 距 


| (ds)? == dz dz М Жор ом, | (1.83) 
利用 联系 两 个 坐标 系 的 坐标 系 变换 式 и МЖО Е 
Tr) С (1.84) 
可 得 距离 微分 : ; отр АТ к dee 2 | 
| dz = Т | (1. 85) 
于 是 (1.83) 式 可 表 成 Cg е | 
(ds)? = » уч - = „@@?а@ (1. 86) 
+ 8н 阶 张 量 (gw) 的 分 量 | | | 
a а дг. 
En оў» аф: 


еттин! metric vo 如 果 ГА 代表 直角 1 管 +% LRR, PET g 


ka А = 2, а. 87) 


时 cx 一 0， Bp л 
1 кү і == ј 

0 ,XFF: =; E 
距离 微 元 之 平方 取 (1. 83) AEREA ERRIREN RERA Е of 


geneous coordinates) ;两 个 齐 次 坐标 系 之 间 的 坐标 变换 为 正 交 变换 (orthogonal transfor- 
mation ) ,在 正 交 变换 下 所 定义 的 张 量 称 作 和 卡尔 张 量 (Cartesiari tensor) ,特别 对 于 具有 


共同 原点 的 两 个 直角 笛 卡 尔 坐 标 系 之 间 的 变换 所 定义 的 张 量 正 属于 这 种 情况 。 对 于 笛 卡 
尔 张 量 而 言 , 其 闭 变 分 量 和 协 变 分 量 之 间 没 有 差别 ,因此 习惯 上 在 表达 笛 卡 尔 张 量 的 表达 


式 中 仅 使 用 下 标 。 以 下 将 指出 ,在 所 定义 笛 卡 尔 张 量 的 变换 规律 中 , 原 在 一 般 张 量 定义 中 


出 现 的 偏 导 数 ( 如 (1.80) 和 (1. 81) 式 中 那样 ) 将 由 常数 代替 。 
14 | 


85 = а. и 


1.7.2 笛 卡 尔 张 量 的 变换 规律 和 正 交 条 件 
S Onze: 和 Oz zz; 为 两 个 直角 笛 卡 尔 坐标 系 ,它们 以 图 1. 8 所 示 的 一 点 O 为 共 
同 原点 , 带 撒 “” 的 坐标 系 可 看 作 不 带 撤 的 坐标 系 绕 原点 将 坐标 轴 旋 转 而 得 来 , 亦 可 是 将 
不 带 撤 坐标 系 以 一 个 坐标 平面 反射 而 得 到 ,或 者 看 作 是 原 坐 标 系 的 旋转 加 反射 ,如 果 符 号 
а лч г 轴 与 不 带 撒 的 第 j 轴 之 间 夹 角 的 余弦 , 亦 即 带 撤 坐 标 系 中 的 第 i 个 基 矢 
Ee 与 不 带 撤 坐 标 系 中 的 第 7 TEREE 的 点 积 
а = e; * e; = cos(z;,=;) | | (1. 89.1) 
于 是 ,一 个 坐标 系 的 各 个 坐标 轴 相 对 另 一 个 坐标 系 
各 轴 的 方位 (oriehtation) 由 表 1 给 出 , 亦 可 由 变换 
ЖЕ A 方便 地 给 出 ,A 为 
(1.89.2) 


А = ае e; = ал аз az 


а аз аз; 


注意 A 的 基 矢 量 , 在 这 里 我 们 采用 ee; RITA 
为 这 种 写法 比较 合理 ), 而 一 般 的 书 上 均 写 
成 eiej;, 即 将 A 表 成 A 二 aijeiej;, 这 种 写法 ， 
如 果 不 涉及 基 矢 量 时 没有 问题 ,例如 在 用 
矩阵 或 指标 形式 表示 它 的 时 候 , 可 用 它 换 
算 张 量 或 矢量 在 新 老 坐标 系 中 之 分 量 的 关 
Ж, 像 在 下 面 的 (1. 94) 式 和 (1. 104) 式 所 做 
那样 .然而 , 当 写 出 在 这 变换 中 的 张 量 或 矢 
量 的 基 矢 量 时 就 会 发 现 问题 ,例如 对 于 矢 


新 坐标 系 中 表 成 v ==vie;。 当然 ,v= e = š т" Ë 
ое =v „ЖН А ае, 写法 来 换算 该 矢量 Mfo. 


的 分 量 , 则 有 | 
‚у = ue, = À * v = aijeieEj 。kek = ао e, 
由 上 显然 推 不 出 (1. 95. 2) 式 的 结果 。 如 果 
А 按 (1.89.2) 式 , 则 有 
у = 0,6; == À ° v = 446,6; * Vi€k = ауоуе, 
从 而 给 出 (1. 95. 2) 式 的 结果 。 因 此 A № 应 采用 (1. 89. 2) 式 的 写法 。 
根据 av 的 定义 并 按照 (1. 48) 式 及 求 和 的 约定 , 沿 zi 轴 的 单位 矢量 e, 可 由 下 式 给 出 


её = аце; + азё» + алзёз = = ауе; 


|], п TURBE- MIERE ë 


€; = аре, (1. 90) з 
Ев y жжтж 中 按 分 量 形式 表 成 (参见 图 р. 8) КО 
| | у = туе, 


y n, 中 表 成 (为 了 表明 v 是 在 带 撤 坐 标 系 中 表示 的 ,将 * 写 成 ，): 


v = ve; (1.92) 
人 1. 90) 式 代 进 上 式 中 给 出 (这 时 又 换 成 在 不 带 撒 坐标 系 中 表示 ， уу) 
V = тае; ` (1. 93) 
ва. 91) 式 同 (1. 93) 式 对 比 ， 则 给 出 矢量 v 在 两 个 坐标 系 中 之 分 量 间 的 关系 为 
Uj = ао : бал d (1.94.1) 
或 | 
у = ое; = А, * у = ае; * йе, == аще 211. : 1.94: 2) 


ERA ИМ ЕУЕН Е, КЛЕН Ж Е ЕН (1. 80) 和 (1;:77) 式 所 表示 的 一 阶 张 
ЗЕ Z BE ЙАН ЕЕ. ЖЕШ FZ Hi B ИО X BL ALA EMERE, ДКЗ 
(1. 94) 式 的 逆 变 关系 式 为 | 
У = А * v x (1.95.1) 
或 写成 
U; = афо, | (1. 95.2) 
要 注意 ,在 (1.94.1) 式 中 an 的 自由 指标 是 第 一 个， 95. DAP a 的 自由 指标 却 是 
第 一 一 个 。 
适当 地 选择 哑 标 ,可 将 (1. DRAG. e ai 
0; = а;аца і Ml. 7.0.96) 
由 于 矢量 v 是 任意 的 ,(1. 96) ВЕЕ o ==; Eg ГҮ 痪 下 标 7 ЖЕ 的 系数 
aij。 ` ax 必须 要 等 于 1 RO. Бека 或 ;>k n. шу э 98) 
克 罗 内 克 尔 符号 表示 | Е 
о = 二 
上 式 的 展 写 形式 是 方向 余下 anh 9 NIB, 这 组 方程 称 作 ПЕЛЕ Кой оролу 
or orthonormality conditions). 9, RCA. 94) 和 (1. 95) 联 立 起 来 可 以 推出 
v; = араьудк 
H теста HER: 
араз) == Qa ` (1.98) 
满足 (1. 97) 式 和 (1. 98) 式 的 线性 变换 ,如 (1. RME. SR, 称 作 正 交 变换 坐 株 轴 施 
转 和 以 一 个 坐标 平面 将 坐标 轴 反 射 都 会 导致 正 交 变换 。 
克 罗 内 克 尔 符号 有 时 称 作 代 换 算 子 (substitution operator), 这 是 由 于 
а ее + (1. 99) 
OF = ó Fu + Еа +ó F; = Е (1.100) 
从 这 个 性 质 清楚 地 看 出 {6;,} 是 由 (1. 54) 式 给 出 的 宕 等 因子 工 的 指标 形式 。 
根据 变换 规律 (1. 95) 式 ,并 矢 {wivwj)} 在 带 撤 坐标 系 中 的 分 量 由 下 式 给 出 
иг; = (а:и,)(ао,) = Aipa gU Uq (1.101) 
将 (1. 101) 式 推广 ,任何 二 阶 笛 卡 尔 张 量 {Ti;} 服 从 如 下 的 分 量变 换 规律 
T =Тее;= А.Т. А, = аые;ё„ * T pêpêg * a,e,e; = Aipa Тее, (1. 102.1) 
16 


即 有 Ту = aiaiT , (1: 1022) 


ЕВРЕ 20, н] 1 а НЫЕ (1.102) KAJ Y eE K, AT Z h JA tr ЖКН ЖЕ 45 +T 
撤 的 分 量 的 变换 规则 


了 ME (1.103. 1) 

或 T=A..T.A . (1. 103. 2) 
将 一 阶 笛 卡 尔 张 量 和 二 阶 稍 卡 尔 张 量 的 变换 推广 到 N 阶 笛 卡尔 张 量 , 则 给 出 

Tp. = аа ак T pom- (1.104) 


注意 ,表示 张 量 变换 的 式 (1. 102. 1) 或 式 (1. 103. 2) 似乎 与 张 量 的 不 变性 ” ш 其 实 
不 然 , 二 者 完全 一 致 。 作 为 张 量 不 变性 ,当然 有 
Tee, = Т = T = Тее, 
BAR TST ,但 二 者 分 属 两 个 坐标 系 中 表示 ，, 基 矢量 与 分 量 均 不 同 。 而 
| T=A.T.Ac 
这 是 一 种 换算 关系 , 它 实 现 一 个 张 量 从 运 坐标 系 表 示 的 形式 (以 e, КЕ) И АЎ x; 
坐标 系 表示 的 形式 (以 е, HERE). „некер Ера А 变性 。 


1.8 KERZ 和 


1.8.1 笛 卡 尔 张 量 相 加 与 标量 相生 $ 
同 阶 的 笛 卡 尔 张 量 相 加 (或 相 减 )， 可 按 如 下 所 示 的 规则 ， 即将 其 分 量 与 分 量 相 加 (或 
相 减 ) 
| Аһ. Ь Ва. = Т. 3 001.105) 
ЖАПЕ {Тул} 5 (В... А.) ЕІ. 注意 ， 在 上 式 各 项 中 同 祥 指标 按 同 样 顺序 出 现 。 
张 量 与 标量 相 乘 是 这 样 ， 将 标量 乘 以 其 张 量 的 每 个 分 量 ,结果 给 出 一 个 同 阶 新 张 量 。 
例如 一 个 标量 * 飞 以 一 个 张 量 所 得 到 的 新 张 量 ， 按 指 标 和 抽象 符号 写法 如 下 
o aa; Qa R: b= Аа | (1.106) 
Ву) = (АА) 或 В = АА (1. 107) 
1.8.2 KRR = | | 
任 一 一 阶 次 的 两 个 张 量 外 积 touter product) 给 出 一 个 新 张 量 , 这 个 张 量 的 每 个 分 量 都 
是 由 一 个 张 量 的 分 量 乘 另 入 个 张 量 的 分 量 组 成 ,该 张 量 的 阶 次 等 于 那 两 个 相 乘 张 量 的 阶 
次 之 和 。 如 下 给 出 一 些 典型 外 积 的 例子 ， 
(a). (a YF =a) = (T) 
(b). (0) {Eh ) = (o Fa |) = (ak) jÜ 
(с). {Р} 3 (D T.) = (Diin) 
| “QD. {En} ӘЛ = (EM = Ч.) - клк чы 
从 上 面 的 例子 看 出 ， 张 量 的 外 积 就 是 将 相 习 的 各 张 量 简单 地 并 雪 起 来 。 《注意 ， FAMER 
Я КАНЕ 
- 张 量 对 于 其 两 个 自 由 指标 的 缩 并 (contraction) 是 这 样 进行 J 的; , 令 其 两 个 和 由 指标 成 
为 同样 的 字母 指标 , 即 变 成 哑 标 。 缩 并 给 出 的 张 量 比 原 张 量 少 两 个 阶 次 , 缩 并 的 代表 例子 С 


如 下 : / 
(а). ЖЕСТ, (осо) АЈА, НКЕ 
{Ta — Ta = Tu + Т» + Ts 
{шу} — иго; = Ud + usu, + tus 


(b). a RA 给 出 新 张 量 有 三 种 


(Enaj) = (5;) ` 
(E;a;) = (c;) 
(E;a,) = (d,) 


(с). (E, ,Fj 缩 并 给 出 六 种 可 能 的 张 量 , 接 其 分 量 则 有 ` 
Е.Е. = Gim , E; Fá = Н» 
ЕЕ = Kx. . 9 E Fu = Pij 
ЕЕ» = Qn › ÉE, F, = Ra 
”两 个 张 量 的 内 积 (inner product) 是 这 样 的 一 种 缩 并 : 先 做 这 两 个 张 量 的 外 积 ,然后 从 
并 置 的 两 个 张 量 中 各 取出 一 个 自由 指标 令 其 相 同 。 表 2. 列 出 Еши Екы 


组 张 量 的 内 外 积 ， 按 指标 形式 和 抽象 符号 形式 两 种 表示 。 
` B OR Е 9: ` 


iia E AISEEE 
指标 形式 . :抽象 符号 形式 | T аката. 


кс ХагЕ;) = (fk) а,Е=/ 


al R a ET 
EE | ` ЕЕ) ` ен ПЕЕ {Вы 1 Е E=(E5t=Bp. .i 
ч TD 例如 
EF, (Е, бы ды E: F, E, ФЕ; 


этинин» i эр ае РУТА 
(permutation symbol) 或 称 交错 张 量 (alternating tensor), 它 的 定义 是 _ 
1 ， Hi 大 是 :1.2、3: 的 偶 排 列 时 
Є = |- 1, 241,3. 1.2.3 的 奇 排列 时 
0 , 当 i.j.k 中 有 取 值 相同 者 -> 
ijk 的 取 值 范围 均 为 1.2、3, 当 它们 取 值 为 偶 排 列 时 , 即 按 图 9(a) 所 示 的 顺序 12312; 当 
它们 取 值 为 奇 排列 时 , 即 按 图 9(b) 所 示 的 顺序 32132。 
根据 E i ПРЕ У ax b=c 表 成 按 指标 写法 的 形式 | 
a Xb=c— (Є шаб) = Cc) | (1.108) 
利用 这 个 关系 式 可 将 混合 积 aXb 。 。c 一 人 写成 
18 ` 


(a) ` Em (b) 
А = Єдабус, f (1.109) 
由 于 这 个 混合 积 正 是 由 (1. 52) 式 所 示 的 行列 式 的 值 ,所 以 常 在 表示 3 兴 3 .形式 的 行列 式 的 
值 时 ,使 用 置换 符号 Ex。 | 
值得 注意 , (En) RAE 阶 笠 卡 尔 张 量 的 变 痪 规律 ,只 要 变换 是 未 征 恋 次 (prope 
transformation), Bh deta;;=1, 通过 坐标 轴 旋 转 所 产生 的 变换 正 是 这 种 变换 。 如 果 变 换 为 
非 本 征 的 (improper transformation) , BP detay 一 一 1, 例 如 将 坐标 轴 按 一 个 坐标 平面 反射 ， 
使 得 由 右手 坐标 系 变 成 左手 坐标 系 ,这 时 在 6 Ew) 变换 时 必须 加 上 一 个 负 号 ， 这 样 的 张 量 
称 作伪 张 量 (pseudo- tensor). | 
任 一 个 | а а E vector)y 由 下 式 定 义 
и. (0) = (ET 0 
它 可 以 看 成 是 由 (1. 15) 式 所 定义 的 “ RÈT 的 矢量 ”Ts 及 其 指标 形式 ， 
1.8.3 二 阶 张 量 的 主 值 和 主 方向 


假设 T 是 个 二 阶 张 量 ， ова а, пета RAA п 向 就 称 作 T 的 主 广 
[P] (principal deriction ) 。 


г.а 或 Ерт 《1.111. 1) 
À 为 标量 ， 它 称 为 的 主 值 (principal value), 将 上 未 改写 成 
(Ту — 28; yn; “ЧТ — А) “ñ = 0 (1.111.2) 
上 式 中 的 PE EAR iiil solution); WAE a 
[Ту — Apl = det(T—A)=0 l : 112.1) 
即 有 | Е 
É | Сн С H+= 0 
或 写成 opan йш И | c КОШ: 
| А Irt #тА— Ер = 0 (112.2) 
其 中 | 


I т = Tu = trT 
Ir = > ТТ) Тут) = (tT — trT°) (1. 112. 3) 
H T = IT; |. 一 detT 


上 式 中 TR Ir, Ёт 称 为 T 的 第 一 第 二 - 利 第 三 不 变量 (first, second and. АЫг | 
invariants), 式 (1. 112. 1) 一 般 可 以 解 出 三 个 主 值 和 三 全 不 同 的 主 方向 。 ke 


是 对 称 的 ， 则 主 值 为 实数 且 三 个 主 方向 相互 垂直 ,详细 分 析 , 见 2.5 节 和 2.6 节 。 


1.8.4 KEHE 
个 相同 张 量 的 内 积 称 作 张 量 的 宕 (power of tensors) ,例如 = 
отут. ЕЕЕ „у Sa (1.113) 
如 果 T 为 二 阶 张 量 且 有 | 
T - n = Ап 


MI T” 693771810 n. EEX А", Bp 
T” en = Xn 
1.8.5 张 量 的 函数 和 导数 
自 变量 (independent у кшш асла as квантен, 矢 
ЕЗЖЕ, п | 


= F(T) 
WRF 为 三 阶 张 量 、 T 为 二 изен „идут, к 
F | ҢҒ Жы # ne чыш 
= 或 == 110 


1.8.6 二 阶 张 量 的 逆 张 量 . BRERA 下 
”如 detT 天 0， 则 这 个 二 阶 张 量 有 北 张 量 (inverse terisoryT RE 

7 TOTI 或 му =a 2 ап 
解 上 式 的 最 后 一 式 ,可 以 得 到 з ы Жау Н КИИС, 


т^! Ы а СОНИ р а. 116.1) 
或 表 成 分 量 形式 мен Be ae a 


受 上 式 逆 张 量 表达 式 的 启发 жазаш, detT тикве T. 为 此 , 先 造 一 个 
КЕ ВА (сепѕог function) | 

Pam p + ү, | И. 
Вр | detP = det(T + С) . (1.117.1) 


其 中 C 是 个 任 取 定 的 二 阶 张 量 ,? 为 一 个 标量 变量 。 现 对 如 上 标量 函数 求 夯 | 


(1) adetP | _ (aetP ， P) 
2] 7=0 Ф 0] 3 一 0 
adetP ‚к дет ` 
Ф |,-o = т ` 
adetT _ adetT 
JF; C;; = tr| | c] (1.117. 2) 


(2) 仍 对 (1. 117. 1) 式 求 导 ,但 做 法 与 上 不 同 , 具 体 地 
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detP 2 ddet(T + 7C) 


2) 7=0 2) ?一 0 
ж ДЕ ы 
атаах Наны а (1.117. 3) 
2) 7=0 
在 上 式 中 令 о . C=B, MERER 
odetP _ @letL7T - (B — AI 
2 2) те À 
= ' [det (TT) ， · det (B 一 ол, (1.117.4) 
REG. 112.1) 554101. 112. 2) 式 ， 上 式 中 的 两 个 了 列 式 分 别 表 
det(B — АД) =— à + Ig — 1 вА + в = т + 1 + І, т + H > 
利 
det (7T) = 7°detT 
将 以 上 两 式 代 进 (1. 117. 4) 中 , 则 有 
= = [Get + 127 + DP + W 
= (ает) 201+ 17+ Eat ж) | 一 IadetT | 
= (trB)(detT) = [tr(T `! + С) ](detT) `: ` 
| = tr[(detT)(T-! + C)] = tr[(detT)T1 + C] (1.117. 5) 
将 (1. 117.2) 5 (1.117. 5) 式 比较 ,并 考虑 到 С 是 任 取 的 , 则 有 
Е ƏdetT 
e | et! | (зеет (1.118. 1) 
aler 二 т-у, detT = = (Т) `!detT (1.118. 2) 


=a. 118. 1) 的 结果 同 式 (1. 116. 1) 完 全 一 样 ,殊途同归 .。 
如 下 推导 一 个 方程 ， йт 阶 张 量 , 并 造 一 个 函数 
| P=T— А 
其 中 入 是 个 任意 标量 ， аре ыт ML 的 张 量 导数 
ӘдеР ер Ф аер IP; adetP 


т Ф Jr ӘР, ЕЧ Ф 
= (Р.) !detP = [ (T — А) Г idet (T — Al) 
KERKE, ЭР B WJ ln] ЭЖЕШ 8 


[det(T — AD JI = (T — А), 
将 det(T 一 AI) 展 写 开 ,上 式 则 表 成 


l ка А). 
ат 


alIr ,alr Mr 


(АЧ АЁ Ір АІТ + TI = (Т. — А) · Т Жы 元 
在 上 式 中 是 任 取 的 ,如 知 该 式 永远 成 立 , 则 À 的 各 和 确 次 项 的 系数 应 相等 ,应 有 
Ilr _ діт _ Е 
Т = I, JE EE I +I Т. 
21 
їтїй— iT, +T = J = iTo 


上 式 可 改写 成 
T: Tae Тете W ypas 0 
T:— 157 + IrT— ЕЛ = 0 | (1. 119) 
上 式 便 是 著名 哈密 尔 顿 一 凯 填 方程 或 称 定理 (Hamilton-Cayley equation or theorem ) 。 
1.8.7 若干 关系 式 ( 公 式 ) 
Q (“(T-)-1=T (1.120.1) 
证 明 ATD e (TDS Ж WI FA3E8 Т, ДА 
T- [T 。 (TD0-]=T.Ii | 


T-T» (Т) (T) =T 
б C“(T+-S)1=S-1., ТУ! (1. 120. 2) 
证 明 СТ. S) 1, CT š S)=T, 将 上 式 两 边 先后 点 乘 3-: 和 T-:, 则 有 
(T-S) T (СТ +8) • 57. eT = nS} eT! 


(T 5) ET Se S7 e T7 =S, T~ 
@ ает! т | а. 120.3) 
”证 明 BIET Т, = 列 式 ， 则 有 
| = detl = det (T 。 т: = (detT) (detT™) 
O =T - (1.120. 4) 
W #018 DRWA: o= | ЖТ на 代 进 (1.118. DR, 


а, 


则 给 :(T.)-:! 一 Jaroa 因 detT. derr,| 元 


(T-0。, 即 取 逆 符 号 SPASI 以 交换 。 | О, 
© (Т: 5).=5, ° T. | | ` (1.120. 5) 
证 明 从 略 ( 按 指标 写法 即 可 证 明 )， 


1.9 笛 卡 尔 张 量 的 矩阵 表示 


1. 9. 1 ”对 于 一 般 的 笛 卡 尔 张 量 
将 诸 元 素 按 和 矩形 排列 并 加 上 方 括号 ,而 且 这 个 组 成 服从 一 定 组 合 规律 ,这 样 的 组 成 称 
YERERE matrix). MXN 矩阵 是 个 具有 M М 列 元 素 的 矩阵 。 在 一 个 表示 矩阵 -er 的 元 
22 


,从 而 推出 (To) = 


BFS 4; 中 ,其 第 一 下 标 表示 该 元 素 所 占据 的 行 ,第 二 下 标 表示 该 元 素 所 占据 的 列 。 逢 
阵 xf 本 喘 则 可 用 A 加 一 个 方 括号 表示 。 对 于 MXN 矩阵 er 可 表 成 


Ам Аз + Ару 
А, А Я Ах 

O a о, 
Ам Ам» 297 Амм 


ИТ M=N AIE REFREN RE (square matrix); 1X N Ж ЕЛИ а J, 它 称 作 行 阵 (row 
matrix);MX1 矩阵 写成 [au 7, 它 称 作 列 阵 (coltumn matrix); 只 只 以 零 为 元 素 的 矩阵 称 零 矩 
阵 (zero matrix); 除了 主 对 角形 上 的 元 素 (A，,A，,-. .,AwN) 外 其 他 处 的 元 素 均 为 零 的 方 
阵 称 作对 角 矩 阵 (diagonal matrix) ,如 果 令 对 角 和 矩阵 的 非 零 元 素 为 1, 这 个 矩阵 称 作 单位 
XE FE Cunit matrix)。 将 MX N 的 矩阵 .er 的 行 与 列 交换 ,所 得 到 的 N x M 的 矩阵 aT 称 
作 -az 的 转 置 矩 阵 (transpose matrix), 

具有 相同 行 数 和 相同 列 数 的 条 降 可 以 接 对 应 应 的 元 素 相 加 (或 相 减 )。 ЖГ АЛЫ 
ЖАШ ШОБЕРЕ [AA J, ! 只 要 .or MB JE PJ RIE RE Cconformable matrix) , BERIL kB E£ A 
子 ли 的 列 数 等 于 后 项 矩阵 因子 gg 的 行 数 的 条 件 下 ,就 可 定义 这 两 个 矩阵 的 积 аиа, M 
ХР ЗЕ РХ 矩阵 给 出 MX N 矩阵 ,矩阵 相 乘 可 简单 地 将 抽象 符号 并 置 在 一 起 来 
表示 , Вр 


ss 7 LA;JLBa] = [А„В„] = [Ca] 
一 般 讲 ,矩阵 相 乘 是 不 能 交换 的 , 即 
LB = S. 

其 行列 式 | 4; | 为 等 的 方 阵 -er 称 作 奇 矩阵 (singular matrix)。 方 阵 -ez RIR АНУ 

RAF (cofactor) 由 А; ; 表示 ， 它 定 义 作 
A; = (— DYM; 
ER M; ЕГА RFR (minor), 即 м, ELAJA i ITA у 列 消去 后 所 留 下 的 方 阵 
的 行列 式 。 -ex 的 伴随 矩阵 (adjoint matrix)[ A; 这样 求 得 :用 -sr 的 余 因 子 代 替 它 的 每 个 
元 素 , 然后 交换 其 行 点 与 列 便 得 到 伴随 矩阵 . 如 果 方 阵 о = А EERE, N -er 具有 唯 
一 的 逆 矩 阵 (inverse matrix)_er 1, 它 定义 作 u 的 伴随 矩阵 除 以 -ez 的 行列 式 ， Bp 
| БР. КЕ = [A7] (1. 222) 
ЖЕРЕН ЕЗДЕ S ,可 以 证 明 
AA = AA HS 
Hep Z Ja БЕРЕНЕ SE SE B identity matrix), 它 除了 主 对 角 线 全 为 1 外 其 余 的 元 素 
全 为 零 ,之 所 以 如 此 称呼 是 因为 如 下 性 质 
Z = = Z = 
显然 了 是 克 罗 内 克 尔 符号 0 和 单位 并 矢 式 工 的 矩阵 表示 。 满 足 .er7= .er-:! 条 件 的 矩阵 
-x 称 作 正 交 矩阵 (orthogonal matrix), РЖ -sz 是 正 交 矩阵 , 则 有 
Т ААТ ESF 
шышы сс 53) 式 所 示 的 九 项 形式 ,或 者 根据 任 一 个 二 有 险 张 量 
2%. 


的 分 量 都 可 表 成 (1. 62) 式 的 方 阵 排列 ,因此 用 3X3 方 阵 来 表 乐 工 阶 张 量 是 非常 有 用 的 。 
而 一 阶 张 量 (矢量 ) 可 用 一 个 1X3 的 行 阵 或 者 用 一 个 3X1 的 列 阵 表 示 。 虽 然 每 个 二 阶 或 
二 阶 以 下 的 笛 卡 尔 张 量 (并 矢 式 .矢量 和 标量 ) 可 用 矩阵 表示 ,但 并 不 是 每 个 矩阵 都 表示 一 
个 张 量 。 | ` a 
如 果 在 积 C= 12 中 的 两 个 矩阵 都 是 表示 二 阶 张 量 的 3X3 ЕЕ, URRE 等 价 于 
两 个 张 量 的 内 积 , 按 指标 写法 则 有 : 
A ·В = (ABa) == {A;B} = {Сы кырый кр. E 
上 式 中 的 指标 域 为 3, 它 的 展 写 形式 是 这 样 地 不 断 重 复 两 个 矩阵 的 行 与 列 相 乘 :将 前 项 
阵 因 子 的 第 i 行 各 元 素 依次 乘 以 后 项 和 矩阵 因子 的 第 上 бнын пкелеяяняя 
Ао Е . е 
如 下 给 出 在 连续 介质 力学 中 经 党 出现 的 以 和 了 形式 表示 的 张 量 运 算 。 : 
(a). REAR задала 
fa 一 一 
abi=ba=) 1А, К 
ч F. 9 ўн s (зл) 
[ai a, a, ] N = [aibi + a:b: + asb; ] = [А] 


„ъ= 


3 


(b). 矢量 与 并 矢 式 点 乘 
aE =b (a) {Ey} # GE) = Ф) 


аё = 8 Ëa JLE} = Sis 0] | _ ii | | | 


En Ex E] к 
А [анага] Ед Е, Е = 


Ti “ЫМ г ET (1. 123; 2) 
| КЕ 31 СЕ, Ezd | е 
| . í aBn Р э + asEa I а 
Тава ањ = м 

SEL A ОЕ + “Ba — 


(с). 并 矢 式 与 矢量 点 乘 = x 
E .wa 一 < Т = (Еау) = (с). 
ба = © . [Е Тал. “y Lead, 


En. E's: Ёз а{ АННО ИЕ SE Q 7 
а Es Банд. 
[a En + а,Е + aE 
| та, + аЕ, + э 
En + а,Ез + азЕзз 


在 上 各 式 中 a11 =Q] 1421 = a2 3431 =asi;bn =), ,b =b; „буз = 033С = C1 C21 =C25C31 = С3 
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1.9.2 ”对 于 对 称 张 量 
按照 (1. 36) 式 (或 (1. 37) 式 ), 如 果 并 矢 式 D ETER D.( 或 等 于 一 D.) , 则 称 
D 是 对 称 的 (或 反对 称 的 ) 。 同 样 ,如 果 二 阶 张 量 {D, 是 对 称 的 , 则 有 


(D;;) = (Di? 
AE ERE НП 
{Di} == (D; ) | 
янна. е. 可 把- елле ш 按 其 分 量 则 有 
-Dy = E(D; + Di) + + (D, — ру) 5 азд) 


由 于 交换 一 个 | ЭЛЕШ КЕКИ E E MERERI 与 列 ， 因此 ， 如 果 一 
个 方 阵 -ez 等 于 它 的 转 置 矩阵 .sr7, 则 该 方 阵 是 对 称 的 .对 于 对 称 的 3X3 和 矩阵 -or , 它 只 有 
六 个 分 量 是 独立 的 ,如 下 所 示 

An Ар А 

A = T = а. Аз Az 

13 Аз Аз 

一 个 反对 称 和 矩阵 等 于 其 负 的 转 置 矩阵 ,因此 对 于 3X3 的 反对 称 矩 阵 2, CHENARE 
的 分 量 全 为 零 , 其 非 主 对 角 线 上 的 分 量 也 只 有 三 个 是 独立 的 ,如 下 所 示 

5 0 Вз Byr 

ББ В; 0 -.. В; 

== Буу = Ba 0 

当然 ， 张 量 的 对 称 性 质 还 可 推广 到 二 阶 以 上 的 张 量 。 对 于 高 阶 张 量 ， 如 果 交换 它 的 一 


对 自由 指标 ,其 对 应 的 分 量 不 变 , 则 称 它 对 这 对 指标 是 对 称 的 .例如 张 量 n Ons 
Rijm = Rupa. ; 


(1.125) 


B=— 4 = (1: 126) 


MFK R 是 对 于 指标 ; Tü k 是 对 称 的 。 
至 于 本 书 用 到 的 其 他 -- 齿 张 入 知 识 将 在 以 后 人 壕 


— 场 论 初步 


1.10 场 与 场 的 几何 表示 

1.10.1 场 的 分 类 

场 论 (theory of fields) 不 但 对 于 理论 物理 重要 ， 而 且 对 于 连续 介质 力学 亦 十 分 重要 ， 
因为 在 连续 介质 力学 中 经 常 碰 到 各 种 不 同 的 场 (field) ,如 密度 场 、 速 度 场 、 应 力 场 等 等 , 这 
些 场 有 的 属于 标量 ,有 的 属于 矢量 或 张 量 。 所 谓 场 ,在 数学 上 是 指定 义 在 空间 某 个 区 域内 
的 函数 。 如 果 所 定义 的 函数 为 标量 , 则 称 为 标量 场 (scalar field); 如 果 所 定义 的 函数 为 矢 
量 或 张 量 则 称 为 矢量 场 (vector field), 或 张 量 场 (tensor field); 当然 按 数学 上 的 抽象 定 
Ж,Б, ЖЕ УЕР ЖЕБЕЙ 2 AMEER TNE ERN 它们 的 个 
性 。 

场 ,定义 为 空间 的 孙 数 ， Ee as, 如 密度 场 о 和 速度 场 v, 在 分 析 
с 

р = р(ғ,1) = р(х,у,=,#) (1.127) 

у = vlr RE — 1.128) 
其 中 为 空间 MRI (radius vector) ИУ В (position vector) , z, y.z 为 r 在 直角 . 
坐标 系 中 的 坐标 分 量 ,z 为 时 间 。 当 然 ， 我 们 有 时 亦 用 < RE r, 

如 果 在 同一 时 刻 场 内 各 点 函数 的 值 都 相等 ， 则 称 该 场 为 均匀 场 (homogeneous field); 
反之， 为 不 均匀 场 (inhomogeneous field) 。 如 果 场 内 的 函数 与 时 间 无 关 ， MERRI IER 
Ў (steady fidd), сперма las, н 

1.10.2 ЉТ m L L | | : 

大 可 以 用 作 图 的 方法 愉 几 何 上 表示 ,这 不 但 便于 直观 理解 паавдязнех, 
如 在 气象 预报 上 的 应 用 。 

例如 ,对 于 一 个 标量 场 (г.г), 在 每 个 时 刻 者 能 人 出 场 p 的 几何 图 形 ; 如 果 在 每 个 时 
刻 该 场 的 几何 表示 场 已 知 , 则 整个 情况 也 就 清楚 了 ， ети to 场 g 
(r,to) 的 几何 作 图 (如 果 问 题 是 定常 的 ,只 研究 PCr) 本 身 即 可 ) 。 

@(r,to) = consi = ф, (1. 129) 
将 如 上 函数 作 图 所 得 到 的 曲面 称 为 等 位 面 
(equipotential surface), 在 等 位 面 上 9 的 取 值 都 Q. 
相等 。 在 (1. 129) Ф ф 的 取 值 不 同 , 所 给 出 的 等 位 
面 也 不 同 ,于 是 便 可 得 到 一 系列 对 应 不 同 ф 值 的 
等 位 面 , 见 图 1. 10。 

-作出 等 位 面 之 后 , 便 可 从 等 位 面 的 相互 位 置 、 
它 的 玖 密 程 度 看 出 标量 函数 的 变化 情况 ,例如 等 
位 面 靠 得 近 的 地 方 洋 数 变 化 得 就 快 , 靠 得 远 的 地 
方 其 函数 变化 变 慢 ; 而 项 数值 从 一 个 等 位 面 变化 
到 另 一 个 等 位 面 ,其 变化 率 最 快 的 方向 是 等 位 面 
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图 1. 10 


的 法 线 方向 ; їп S£ u 1] 5 y 16] ЕКЕ Ж Ж, 1 БАИНА, | 

等 位 面 在 气象 学 上 有 重要 应 用 ,例如 气候 图 上 的 等 压 线 , 等 温 线 等 都 是 标量 场 的 等 位 

面 。 | | 
对 于 一 个 矢量 场 , 它 的 见 何 表 示 比 标量 场 复杂 ,因为 矢量 既 具 有 大 小 又 有 方向 ,从 而 

上 eR e tl 人 


@ ө ө өө эз ө ө  . ө ө Кк ө ө э ө 


ОЕШ Gocta о. 其 线 
下 每 二 点 的 切线 方向 都 与 该 点 的 矢量 方向 重合 。 
具体 做 法 是 ;在 某 个 时 刻 如 在 P, 点 ,作出 该 点 的 
矢量 mm; 然后 在 矢量 线 wm 上 取 一 个 靠近 Р, 点 的 
点 P, , EP: 点 上 作出 该 点 的 矢量 ;再 在 ww 上 再 
取 一 个 靠近 P, 点 的 点 Po # P, 点 上 作出 该 点 的 
矢量 vy，;……。 如 此 继续 下 去 我 们 便 得 一 条 折线 
P, P:P:P AA 1.11, 该 折线 的 每 一 段 线段 都 与 该 点 的 矢量 方向 一 致 。 如 果 令 线段 
PP,、P:P:、P:P,、… 的 长 度 趋 于 零 , 则 得 到 一 条 极限 曲线 ,在 该 曲线 上 的 每 个 点 其 切线 方 
向 都 与 该 点 上 的 矢量 方向 重合 。 按 定义 , 它 就 是 所 考虑 时 刻 的 一 条 矢量 线 。 当 然 , 在 该 矢 
量 所 定义 的 空间 区 域 可 以 作出 无 数 条 这 样 的 曲线 ， 同时 ,不 同时 刻 过 同一 空间 点 上 的 矢量 
线 也 是 不 同 的 。 

在 数学 上 ， 某 个 时 刻 矢量 线 的 方程 表 成 


Ё 1.11 


u vX dr = 0 "ú 7 Е ` (1.130) 

其 中 dr 是 矢量 线 的 切线 微 元 ,如 上 方程 在 直角 坐标 系 中 可 以 表 成 
dz dy С. dz 

Де Ж у. Í оС, у, st) СХЕ ТУДА Ur (tyz st) Q. 131) 
其 中 О 

L v= СА ) 

| СЯ | ОЕ = Д 
Н ЕО ГУТ 
RoR “DA Н 二 š: р Р о Е T i З К" 11 梯度 
如 上 我 们 研究 了 标量 场 SE шш 表示 
中 的 变化 。 


fE :=: 时 刻 ,函数 ?在 已 点 
P= gP) = фт) .. 

现 求 在 该 时 刻 o 沿 某 个 方向 ;is 的 变化 (s 为 过 PP 点 的 某 条 曲线 的 切线 方向 )， 在 无 限 靠近 
P ARDER s 方向 取 一 动 点 已 , 见 图 1.12, R% pE P A Т А 
?= ФР',1) = gr ,t) 

TETP AW, AWE% 


др Ене ФСР' s) ) 一 KP t) 
7 


2 # tE W паа ви Л 
derivative), оу 点 的 曲线 方向 不 同 , 其 
方向 导数 就 不 同 。 | 
过 空间 点 P 有 无 穷 多 个 方向 ， 而 每 个 方向 
都 对 应 一 个 方向 导数 , 即 存在 着 无 穷 个 方向 导 
数 ,然而 这 些 方向 导数 之 间 并 不 独立 ,存在 着 一 
定 的 函数 关系 。 如 下 来 推导 这 种 关系 ,过 PP 点 


作 等 位 面 ( 见 图 1. 12) P m 
ЕЕ prst) = =Q .. 

T P 点 作 该 等 位 面 的 法 线 n, Eta ?增加 方向 。 а 12 88 P' 点 作 等 位 面 
AP' ,t) = фр) = 


该 曲面 与 a 交 于 点 已 ,由 于 Р, 和 AR E Е ЯШ 
PP' ,1) = VCP ,t) 
E P A n 的 方向 导数 | 


` (1.133) 
从 图 1.12 可 以 看 出 , 当 己 :点 非常 靠近 已 时 , 则 有 _ 四 
. PP, = s PPrcos(m,s) б Š + uusha us (1.134) 
жа. 132), (1. 133). (1. 134) 式 联系 起 来 则 推出 

2 = #соз(п з) 


(1. 135) 
由 此 看 出 ,s Jr El E nj ЕК ОРИГ i h SP Жз 55 n 之 间 夹 角 的 余弦 表示 出 来 ,所 以 只 要 


REP 点 在 = 方向 的 至 后 ， 其 任何 方向 的 方向 导数 就 利用 (1. 135) 式 完全 确定 了 。 
现在 定义 一 个 矢量 一 “梯度 gradient) ,对 于 标量 p 的 梯度 以 етей 表示 , 它 的 大 小 
ETE FAW n 向 ,部 | Ñ 


grado = #n (1.136) 
其 中 п = п/п, п = (my n; n;) (1.137) 


它 描写 了 PP 点 邻 域 内 | 它 是 标量 场 不 均匀 性 的 量度 。 令 5 Ўз 向 的 单位 
矢量 , 即 
s = s/ |s| (1. 138) 
从 (1.135) 一 (1.138) 式 则 推出 | 
2 = $ ° grado (1.139) 
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即 s 方向 的 方向 导数 等 于 梯度 矢量 在 该 方向 的 投影 .从 (1.135) 或 (1. 139) 式 可 以 看 出 , 方 
向 导数 在 方向 的 值 最 大 , 即 9 在 n 方 问 变 化 最 快 ;而 在 等 位 面 的 切线 方向 的 方向 导数 等 
于 零 , 即 沿 等 位 面 p HETE. 

现在 求 梯度 在 直角 坐标 系 中 的 表达 式 。 将 式 (1.139) 中 的 * BUR x m, ED) 


s = x А 5 == { 
于 是 从 (1. 139) 式 推出 
> m 
AR i ` втайф | О К. 140) 
同 理 = $ egado (1.141) 
| оош. | | | 
а саа K + grado (1. 142) 


式 (1. 140) (1. 141)、(1. 142) 便 是 梯度 在 直角 坐标 系 中 的 ryz 轴 上 的 投影 量 , 即 grady 
在 直角 坐标 系 中 表 成 
grado = 58; +58) F Pi (1. 143) 
梯度 的 主要 性 质 概括 起 来 为 : 


O 梯度 ¿kit 任 一 点 P 之 邻 域内 函数 pg 的 变化 状态 况 , 它 是 标量 场 不 均 
匀 性 的 量度 ; | 


D 梯度 grado 的 方向 与 等 位 面 的 法 线 重合 ， п ТТТ 其 大 小 是 向 的 广 
向 导数 至 ; 
© 梯度 矢量 grado 在任 一 方向 上 的 投影 等 于 该 方 п 回 导 数 ; 
D 梯度 gradq 的 方向 , 即 等 位 面 的 法 线 方向 ; 亦 是 晃 数 9 变化 最 快 的 方向 ; 
© ee A Е 与 此 不 同 ( 将 在 后 面 
给 出 ) 。 
ЫК ЖАК 8 用 的 SRRA 类 的 两 个 定理 ， 
定理 1 “标量 函数 的 空间 微分 dp 满足 | 
| ар = dr • grade | (1.144) 
反之 ， + de=dr 5 y, M y 必然 等 于 grado, | | 
证 明 Шр НАЛ, ТЕЛЕЕ | 
аф = “Рат + жау + Pig | (1. 145) 
MEA. 143) 式 以 及 dr 在 直角 坐标 系 中 的 表达 式 , 有 
= 28; + 28) я “Ë 


dr = ахі + дуў] + А. 


(1.146). 


从 而 推出 (1. 145) 式 的 结果 ， 即 | А 
dr • а= Pdz + 24у. + EN = dọ 


一 


即 (1, 144) 式 得 到 证 明 。 反 过 来 若 已 知 
ар = dr ° y 
将 该 式 与 (1. 144) 式 相 减 , 则 得 到 
ағ • (grado — y) = 0 
由 于 dr 是 任 取 的 , 故 有 


y = grade 
于 是 定理 得 到 证 明 。 
定理 2 若 " 一 grad9, 且 9 是 矢 径 r~ 的 单 值 函数 , 则 沿 任 一 条 封闭 曲线 工 的 积分 为 
фу “dr 一 0 《1. 147) 


RZ ERE у 沿 任 一 条 封闭 曲线 积分 为 零 , 即 满足 上 式 , 则 vy 必 为 某 一 标量 函数 o 的 梯 
度 , 即 有 
gradp 一 y 
WEA 因 y=gradyg, 则 根据 上 面 的 定理 则 有 
dr ° y = dr • grado = дф 


а far Т 


由 于 ФЕ r BJA 18 РЕЯ, L 是 封闭 曲线 , 故 有 


к 


| | | 45 у ° А 一 o Ж 
皮 过 来 , 若 矢 县 ， 沿 任 一 жна L 的 积分 为 零 ， 证 明 да 
首先 证 明 ,， 的 线 积 分 与 积分 路 线 无 关 , 为 此 任 取 空 间 两 点 Po 


M P, А 1.13, Æ P, Р 之 间 任 连 两 条 曲线 PonP 和 PonP。 ES 
HHR L 


于 是 有 


从 而 推出 


—.—. 


L = PonP + PomP 
而 已 知 线 积分 


中 dr= ja Ёз 4+ | . dr = 0 
L Р, Ур М 
即 有 | | E 图 1.13 
[apar =- aoar] y edr 
PonP PmPo P mP 


由 于 PomP 和 PonP 是 任 取 的 , 即 从 P, SA P 点 的 积分 沿 任 一 条 路 线 都 相同 , 即 积分 与 路 
线 无 关 , 它 只 与 P, AMP 点 有 关 , 所 以 从 Р, 点 到 任 一 点 P 的 线 积分 若 以 8g 表示 ,可 写成 
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P 
p = ф(г„) = |,” e dr 


从 而 得 到 
dp 一 v。dr 
根据 定理 1 则 推出 
y = grade 
于 是 和 定理 证 毕 。 | 
定理 1 和 定理 2 反映 了 梯度 的 同一 个 性 质 ,定理 1 是 微分 形式 ,而 定理 2 是 积分 形 
R. 这 两 个 定理 将 单 值 函 数 p 的 梯度 和 ?的 全 微分 以 及 线 积分 联系 起 来 ,而 全 微分 及 线 积 
分 的 运算 和 性 质 是 大 家 所 熟悉 的 。 因 此 ,就 有 可 能 利用 定理 1 和 定理 2 ,通过 全 微分 和 线 
积分 来 求 函数 9 的 梯度 以 及 研究 实 度 的 茶 些 性 质 。 
现 举 计 算 函 数 梯度 的 例子 。 
H ” 设 标量 函数 ?只 与 矢 径 的 大 小 > 有 关 , 求 梯度 grado, 
根据 函数 p 的 性 质 , 求 grade 有 几 种 方法 : 
(1) 直接 求 梯度 。 根 据 、 | Ар | 
= фу , к= Ма + y + = (1.148) 
所 以 求 得 


æ _ de > _ хар 
az dra rdr ` 


әр dex _ ydg 
ду drə Pe 


ӘР dgr _ z de 
dr r dr 


根据 梯度 在 直角 坐标 系 ass, 146) ; 则 有 | 
gradg— HE PAJ oky = аё; 
其 中 
r = r/r, 为 > 向 的 单位 矢量 
(2) 根据 等 位 面 的 形状 来 求 梯度 。 由 于 函数 gp 只 与 有关, 所 以 gp 的 等 位 面 是 以 坐标 
原点 为 中 心 的 球面, 球面 的 法 线 就 是 天 径 r 的 方向 ,而 梯度 grado 的 大 小 当然 等 于 у О) 


go) = 9 
于 是 得 到 
втайр = g (r) — = YF 
(3) 根据 定理 1 来 求 gradg 因为 
| | de е ам» 


而 ps p ==" 


将 上 式微 分 , 则 求 得 


r * dr = rdr 


于 是 (1. 149) 式 可 以 写成 
de= g (r) ndr (1. 150) 
而 据 和 定理 1, 有 | Е д ҮШ 
аф = grado • dr (1.151) 


将 (1. 150) 和 (1. 151) 式 相 比 较 , 则 得 到 
grade 一 #0 = = P E 
最 后 应 该 指出 ， 写成 v= grado 的 矢量 声称 位 势 场 (porential fiela). T e BE fui 


数 (potential function), 


1.12 通 量 、 "Т AREN.: жй 


现 给 定 一 矢量 场 v(r ,i)， 在 场 内 取 一 个 曲面 S( 见 图 1. 14), 它 可 以 是 封闭 的 也 可 以 是 
不 封闭 的 。 在 5 面 上 某 一 点 P 上 取 个 小 面 元 dS, 在 P 点 作 单 位 法 线 n, 若 曲 面 是 封闭 的 ， 
n 取 外 法 线 方向 ; 知 曲面 不 封闭 , 则 可 约定 某 一 方向 为 法 
REH. ЕР 点 的 v 在 曲面 $ 上 的 法 向 投影 vw, 为 
0.= v * n | 
二 vcos(n,X) 十 vscos (fi, y) + .cos(Ryz) _ 
‚ 2261. 152) 
矢量 v 在 面 元 dS 上 的 通 量 (flux) 为 TE 


497 = = vd 
穿 过 整个 曲面 $ 的 通 量 | | у 
F = |a= = | vas а. 153) | O BLM 


面 元 矢量 (vector of a surface element) € XE 5 
11 dS = 458 | (1.154) 
面 元 矢量 dS 在 直角 坐标 轴 上 的 分 量 内。 .dS,.as, 为 
dS, = dScos(n,z), a sË е SSE a ы. 
fs = dScos(ñ,y) = (1.155) 
dS, = dScos(n,z) 


于 是 通 量 # TURR 
F= | vas = f> . ndS = [> . 4$ 
ы | [ecosiz) + vcos (n, у) + v,cos(n ,z) dS | (1. 156 
щ S 是 封闭 曲面 时 , 通 量 积 分 写成 
F = 中 vas (1. 157 


32 


| 
| 


现在 定义 一 个 量 一 一 HX (divergence ) 


f v,dS 
S 
V—=0 V 


其 中 Y 为 以 一 点 为 内 心 的 空间 体积 ,$S 为 该 体积 的 外 表面 。 散 度 当 然 是 一 个 不 依赖 坐标 
系 选 择 的 标量 。 

. 假若 矢量 v ВАЛЕ о, ооо, 具有 连续 的 一 阶 偏 导 数 , 则 (1.158) 式 右边 的 极限 存 
在 。 根据 奥 高 定理 (Ocrporpanckun 一 Gauss” МЕОИ ЕЕЕ Е узуы 


gence Һеогета al Gauss) 


(1.158) 


divy = lim 


$ wdS— 中 LvscosCn, zx) 十 vcos(n,y) + vcos(n,z) ldS 
[= + x. + 2. dy (1.159) 
将 上 式 代 进 (1. 158) 式 中 并 取 体 积分 的 中 值 , 则 推出 


divy = lim 7 
Е МД dx áj ду + ar 
V—0 V 
2 до. | ду дл — 
ШЕ: а ду х & з 
即 T | 上 (1. 160) 


这 样 ,我 们 便 证 明了 (1. 158) 式 所 决定 的 极限 值 确实 存在 。 但 要 注意 ， (1. 160) 式 是 散 度 
divy 在 直角 坐标 系 中 的 表达 式 ， 在 曲线 坐标 系 中 它 它 取 另外 形式 。 

将 divy 在 直角 坐标 系 中 的 表达 式 (1. 160) 代 入 C1. 159) 中 ， 得 到 如 下 不 依赖 于 坐标 系 
选择 的 RAA SA (Остроградский—Саивз' formula ) 


下 j 0.45 = | діууау (1.161) 
Js v 


ЖЕ у WA AE divy=0 的 场 称 作 无 源 场 (field without a source) 或 管 式 场 。 无 源 场 具有 
以 下 主要 性 质 ， | 

OD 无 源 矢量 ， 经 过 矢量 管 任 一 横 截 面 上 的 通 量 保持 不 变 。 

所 谓 矢量 管 (vector tube) ,就 是 在 场 
内 取 任意 条 封闭 曲线 L; 通过 L 上 的 每 一 | 
Н RER ВАВ ЕДИК 
域 则 称 为 矢量 管 。 如 果 矢量 "为 流速 ,其 流 
体 流 动 的 区 域 是 条 管道 ， 则 这 个 管道 就 是 
流速 v 的 矢量 管 。 

给 定 一 个 矢量 管 , 如 图 1. 15. 所 示 , 任 
取 该 矢量 管 的 两 个 横 截 面 S; 和 5;, 这 两 


1.15 


个 截面 所 截 管 壁 的 面积 为 S:, 则 S S:S: 构成 封闭 曲面 S, 即 
S = Si + S, -FS 
S 所 围 成 的 体积 为 Vv。 对 5 和 Y 使 用 身高 定理 ,有 


ф vas = | dai ss 
S у 


由 于 矢量 场 无 源 , 故 
| divy = 0 
因此 推出 K 
ф vds =0 
Вр | 


ф vads на | ‚545 + | 0.05 + Ё PELER, 
H ТРЕКЕ ЕА E v =0, fr An ERENER 
f sas+|vas=o | 
如 果 将 S, 面 上 的 法 线 取 成 内 法 线 ,上 式 则 变 成 。 
| 0,45 = |: | ods. 

ЕІЯ, Ё , 经 过 矢量 管 的 任 一 截面 其 通 量 保持 不 变 ， 

O 矢量 管 不 能 在 场 内 发 生 或 终止 。 一 般 讲 $ 它 只 能 延伸 至 无 穷 , 靠 在 区 域 边界 上 或 者 
自 成 封闭 管 路 。 这 个 性 质 是 上 一 性 质 的 推论 ， 因为 者 矢量 管 在 场 内 发 生 或 终止 ， 则 容易 证 
AR- 一 个 性 质 不 能 保持 。 

O 无 源 矢 量 ， 经 过 张 于 一 已 知 周 线 L 的 所 有 曲面 5 上 的 通 量 均 相同 ， TAER 
RATAR L 而 与 所 张 曲面 S 的 形状 无 关 。 R 


设 S 与 ,是 任意 两 个 张 于 周 线 L 上 的 曲面 ， 则 S 与 5， 组 成 一 ынан, 此 封闭 曲 
面 所 围 成 的 体积 为 V。 对 5 和 V 使 用 奥 高 定理 , 则 有 


| divvav = = а 一 [was 二 0 
x |же | 
上 式 中 对 5, 面 而 言 取 的 是 外 法 线 ,对 S 面 而 言 则 取 的 是 内 法 线 。 


1.13 环 量 、 旋 度 、 斯 托 克 斯 定理 .无 旋 场 
现 给 定 一 矢量 扬 v(r,) ,在 声 内 取 任 意 -一 曲线 工 , 帮 线 积分 | 
|,» . dr = | caaz + е5 + vcdz) (1. 162) | 


如 上 积分 称 作 矢量 " 沿 曲线 工 的 环 量 (circulation)。 如 果 志 是 一 条 封闭 曲线 , 则 上 式 的 环 
量 积分 写成 | О 
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фу . dr = $, (vdr + v,dy + v.dz) 


设 已 是 场 内 一 点 ,在 环绕 已 点 附近 取 无 限 小 的 封 团 回 线 工 ， n 
并 规定 某 一 方向 为 志 的 正方 向 。 设 张 于 周 线 L 上 的 曲面 是 S, 作 SS 
的 单位 法 线 n,n 的 指向 是 这 样 : 它 在 右手 坐标 系 中 与 回 线 工 的 正 
方向 形成 右手 螺旋 系统 , 见 图 1;16。 

ERE y А L 的 环 量 并 除 以 曲面 的 面积 S , КАФ L nl 
P 点 收缩 ,使 之 $ 趋 于 零 , 如 果 这 个 极限 存在 则 定义 一 个 量 rotiy - 


ГОЇ,У = lim 


ЖШ rot,v 是 矢量 旋 度 (curl of vector) ) 一 roty Æ n 向 投影 ,roty 的 具体 形式 是 什么 ? 如 下 具 
体 推 证 。 

ШЖ» 的 三 个 分 量具 有 连续 的 一 阶 偏 导数 , 则 (1. 163) 式 的 右边 极限 存在 。 现在 直角 
坐标 系 中 考虑 ， 利用 斯 托 克 斯 定理 (Staokes? theorem), ME 


ф v • dr 一 j (vdr 十 vdy + zedz) 
L L 


= [= — Wa) соз(#,лт) + Es 一 | cos (hi,y) + Es 一 Z) cos(a se) |as 
| (1.164) 
利用 中 值 定 理 , 上 式 可 写成 
до, до Е до, = — N до = до; 
ф» 。 dr 一 5[| 5° 一 Z) соз (йл) + | cos(n,y) + |22 ду cosse) | 
其 中 & 是 曲面 $S 上 的 茶 个 点 。 将 上 式 代 入 (1. 163) 式 中 并 取 极 限 
К . dr a же 
rot,y= lim ç | DENO 
= Ë = Wa) соз(й,х) +2- = соз (п, у) + Ë 一 cos(n,z) 


而 旋 度 在 六 向 的 投影 应 为 


rot,y = n * roty 


于 是 ,由 以 上 两 式 比较 得 到 | 
(гоїу),соѕ(п,х) 十 (rotv);cos(n, у) + (roty) ,cos(n,z) 
= Е 一 2, cos(n,z) + Ë — = cos(n,y) + |22 一 F cos(n,z) 
由 于 方向 是 任意 的 ， А ros rotv 的 分 量 为 


чыт, Ж до, | 

Келе а: ре -= rot-y = у 
до 

(roty), = roty = — 一 


gz 
дь 
‚ (тоту), = rot, 一 一 


于 是 可 把 roty 表 成 如 下 行列 式 形式 
J 


К 
.roty = < > = 01.166) 
AC: 165) 为 在 直角 坐标 系 中 族 度 тоту 在 三 个 坐标 轴 向 的 投影 ; 式 (1. ЖОРТО 
坐标 系 中 表达 式 。 

式 (1.163)? 给 出 矢量 roty 在 任意 方向 投影 的 定义 ， 这 个 定 义 显然 不 涉及 坐标 系 的 选 
择 , 即 与 坐标 系 无 关 。 


根据 环 量 的 (1. 164) 式 形式 ,可 将 它 写 成 
|, у ° e dr 一 | rot,vdS ,一 | roty • “ds D е i 《1. 167) 
ERRARE ERAREMA Stokes’ formula), | 


矢量 "满足 roty=0 отр p Grrotationel field), 无 旋 场 最 主要 的 性 质 是 : 无 
旋 场 与 位 势 场 是 等 价 的 。 


# v 是 位 势 场 , 即 
v = grado 
则 v 必 为 无 旋 场 , 即 
п. | roty = 0 
| | то = 0 
Д] › 必 为 位 势 场 , 即 | | 
.y= grado 


证 明 Pi y= _ radp, 将 该 起 两 边 取 施 度 ， 则 有 
roty = rot(gradg) = 0 


PR i 反 过 来 ,车 rotv==0, 则 根据 斯 托 克 斯 公式 有 
фә dr = | то». . dS = 0 


由 于 上 式 中 封闭 曲线 工 是 任 取 的 ,所 以 v。dr 的 线 积分 与 路 径 无 关 , 根 据 1. 11 中 的 定理 
2, 则 v。dr 为 某 个 标量 9 的 全 微分 , 即 | 
= dọ= grado • dr = v • dr 
': x = gradp ` 
因此 无 旋 场 与 位 势 场 是 等 价 的 。 


1.14 微分 矢量 算 子 . 张 量 的 微分 运算 


1.14.1 哈密 尔 顿 算 子 
在 矢量 分 析 中 有 一 非常 重要 的 微分 矢量 算 子 (differential vector operator) ,该 算 子 亦 


E 


ү =i u i (1.168) 


该 算 子 具有 矢量 和 微分 双重 性 质 。 一 方面 , 它 是 个 矢量 ,因此 在 运算 时 它 遵 循 矢量 代数 和 
矢量 分 析 中 所 有 的 法 则 ; 另 一 方面 , 它 又 是 个 微分 算 子 ,因此 要 按 微 分 法 则 进行 运算 ,但 必 
须 注意 : 按 规定 ,V 只 对 位 于 它 右边 的 量 发 生 微分 作用 ,对 于 它 左 边 的 量 不 发 生 微分 作用 ，。 

有 了 微分 算 子 V ,可 以 方便 地 表示 场 论 中 的 某 些 量 ,并 可 用 来 简单 地 证 明 某 些 计 算 公 
式 。 例 如 : 


=i + jE + Ë SP gradp (1.169) 


д 
+k | k2). (vi + о,ј + v.k) 


до. ‚ до ди, y. 
= = divy (1.170) 


= row С (1.171) 
对 于 方向 导数 u 

PS.gradp=$. Y g= ($+ VOP (1.172) 
利用 上 式 ,可 将 一 个 矢量 v ЕШ ЕЖЕЛП К Я ЕЛВЕ 


= Sod + о,ј + vk) 


"ш (Š. Ç yol + (Š 0) + (Š - Ç yok 
= (Š - V) (1.173) 
对 于 拉 普 拉 斯 算 子 (Laplacian)， 在 直角 坐标 系 中 有 


Ф Ф Ф 
ы 


=(V:V) ` Е . (1.174) 

El A= V * ÇV = у? (1.175) 
现在 利用 哈密 尔 顿 押 子 符号 来 证 明 几 个 较为 复杂 的 微分 公 SA: 

Q div(pa) = pdiva gradg ° a iA: 176) 


WA 因 上 式 的 左边 可 写成 ， 


YP ens 


| div(ga) = V ° (ра). 
根据 两 个 函数 之 积 的 微分 法 则 ,在 了 对 (p a) 微分 时 ， 先 认为 一 个 量 为 “常数 "而 微分 另 一 
个 ,再 微分 这 个 而 认为 为 一 个 为 “常数 ”, 即 有 
V · (фа) = V · (фа) + V • (фа,) U U 
= Ф(У а) уфа © 
= Ф(У а) а. V 9 | 
= g@( V *a)+a- Vo (1.177) 
于 是 得 到 _ _ 
div(ga) = pdiva + a ° grado = g diva + gradọ • a 
从 而 公式 (1. 176) 得 到 证 明 。 在 (1.177) 式 中 的 g 和 a, 是 表示 它们 暂 为 常数 ,不 受 六 的 微 
分 作用 。( 在 一 个 字母 上 加 下 标 “c” 表 示 该 量 暂 为 常数 的 做 法 ， 在 以 后 亦 村 常用 。 ) 


©) div(a X b) = b - rota — a ° „тор Ë (1. 178) 
证 明 ”由 于 上 式 的 左边 可 以 表 成 
div(a X b) = V · (a X b) = V · (a X b.) + Ç : , (a, X b) (1.179) 
根据 三 矢量 混合 乘积 的 法 则 ( 见 (1..10) 式 ), 则 上 式 右边 的 第 一 项 可 表 成. 
V ° (a X b.) = (V X a) ° b, = Б, • (у хау =b. (V ха) 
对 于 (1. 179) 式 右边 第 二 项 可 表 成 
V ° (a, X b) 一 一 а ае 
=— a ° (V X b) 
| 利用 以 上 两 式 ， 则 (4.179) 式 变 成 
div((a X b) =b *(V X a) —a (V X b) 
p | == b- • тоїа — а тоф 
于 是 公式 (1. 178) 得 到 证 明 。 о. | 
@ rot(ga) = prota + gradp Xa 2, CO nes. a (1. 180) 
证 明 ” 因 上 式 的 左边 可 以 写成 Б 
rot(ga)= V (фа) = V X (фа) АР v x (p a) | 
= Мф xXa+ V X p X a, =V X a 十 gradp X a, 
= g V X a + grado X a = prota + grado X a 
于 是 (1. 180) 式 得 到 证 明 。 a a ГИЕ 
rotla X b) = (b * V )а — (a * Ñ jb + йур 一 йа (1.181) 
ШЕВН 因 上 式 的 左边 利用 恒等式 (1. 11) 可 以 写成 - | 
rot(a X b)= V X (a X b) = V X (a, X b) + V X (a X b.) 
= a,(V * b) — (a, ° V )b + Ф, + V )a — b.(V + a) 
= (b - V )а— (a ° V )b + adivb — bdiva 
于 是 (1. 181) 式 得 到 证 明 。 | 
б) ргаа(а ° b) = (b · V )а + (a+ V )b + b X rota + a X rotb 
WA ” 因 上 式 的 左边 利用 恒等式 (1.11) 可 以 写成 
ктай(а, Б) = V (a • b) = V (a, ° b) + Ç (а • b.). 
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= (a, * V ) Б + a, X (V X b) + (b, ° V )а + b, X (У X a) 
= (b. V >a + (а. V )b + b X rota + a X rotb (1. 182) 
于 是 (1. 182) 式 得 到 证 明 。 
© 在 上 式 中 , 若 令 a 二 b, 则 得 如 下 公式 


| grad 2. = (а + V )а + a X rota (1. 183) 

如 上 公式 亦 可 改写 成 
(a + V )a = grad z — a X rota (1. 184) 
(7) div (grade) = Аф (1. 185) 


证 明 因 上 式 的 左边 可 以 写成 
div (grado) = V + V р= V ф = Дф 

于 是 (1. 185) 式 得 到 证 明 。 

(8) rot (grade) = 0 (1. 186) 

ШЕН 因 上 式 的 左边 可 以 写成 

rot (gradp) = V X V Ф = 0 

于 是 (1. 186) 式 得 到 证 明 。 i 

(Ө) div (rota) = 0 | (1.187) 

证 明 因 上 式 的 左边 可 以 写成 ” 

div(rota) = у: V Xa= V X V а 
在 混合 乘积 中 既然 有 两 个 矢量 相同 , 则 必 为 零 , 从 而 有 
div(rota) = 0 


(9 rot(rota) = grad(diva) — Aa, ~, зл | | (1.188) 
证 明 а злато R i с 
rot(rota)= V X (V X a) = Ñ уу -a)— (V +° V )а 
== grad(diva) — Е: 


于 是 (1.188) 式 得 到 证 明 。 А К 
通过 以 上 讨论 ; 可 以 清楚 地 看 出 哈密 尔 顿 算 子 的 重要 作用 ， 它 不 但 便于 书写 ,方便 记 
忆 , 而 且 可 以 按照 普通 的 矢量 法 则 及 微分 法 则 进行 运算 ,这 大 大 减 化 了 计算 工作 量 , 克 服 
了 某 些 公式 难于 记忆 的 缺点 ; 同时 也 将 矢量 分 析 中 的 各 种 运算 融 成 一 个 统一 的 封闭 体系 。 
从 哈密 尔 顿 算 子 的 角度 来 看 ， 引进 gradp,diva rota 对 矢量 分 析 而 言 是 非常 自然 的 ,因为 
它们 只 不 过 是 微分 矢量 算 子 六 与 标量 PRR RE a 的 点 积 ,与 矢量 а 的 又 积 而 已 ， 
而 这 些 矢量 运 算 在 矢量 分 析 中 又 是 大 量 出 现 的 ， 所 以 引进 他 们 是 十 分 自然 的 。 当 然 引进 这 
些 量 还 有 更 重要 的 物理 上 的 考虑 ,因为 这 些 量 在 物理 及 力学 中 均 具 有 非常 重要 的 物理 意 
1.14.2 ” 张 量 的 微分 运算 
一 个 阶 张 量 E= {Eii…} 的 梯度 VE 定义 作 : ， 
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V E = gradE = | Ee | НН (1.189) 
VE 为 x 十 1 阶 张 量 , 它 的 分 量 可 简 记 作 


= Еи | | (1.190) 
Б жугу, 90,1, 之 外 的 一 个 指标 。 
©) 张 量 的 散 度 
n 阶 张 量 E ЮЕЕУ , Е 定义 作 
V -Е = divE = | E Eupen) (1.191) 


它 是 ”一 1 ЖШ, ВЕНЦУ S E 的 并 矢 张 量 VE( 即 张 量 的 梯度 ) 的 一 次 缩 并 。 例 如 


dies Ута 00 


2r; 
它 是 梯度 ya 的 缩 并 而 成 的 标量 。 
@ 奥 高 公式 
场 论 中 的 奥 高 公式 可 以 推广 到 张 量 中 ,对 于 n 阶 张 量 E 的 奥 高 公式 为 
фи =й | diveav | (1.192) 


证 明 ”因为 对 于 EE 的 任 一 分 量 E, Ж 
фун Ea, aS = | эе E, AV 
所 以 (1.192) 式 成 立 。 ж | 
1 证 明 y - (D = V o | 
є V D= V (91) = (ZÈL) = | а, 22 


- | 
例 2 证 明 y - (pE)=pV E+(Vp -E WA 
因 у. к= š (#E;;) =: б > СЕ | к, | сй! 
| | = eÇ -E + (уф * Ë 
例 3 WHV (а. Va))=(Va): (Уа) +а V(V. 


因 2404 а a faj да; 
V ° Ai Y a)= чай КЕЕ, 


Bhau bsa ни a) 
1.15 基本 运算 公式 

1.15.1 一 些 重要 公式 

在 场 论 分 析 中 有 如 下 重要 的 基本 公式 ,归纳 如 下 : 


1. grad(ọ + ф) = grade + grady 
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Do 


. grad (p y) = gerady + ¿grado 
. gradF (p) = Е (@)grade 


grader) = gG) — , rARB 
.div(a + b) = diva + divb 
. div(g a) = gdiva + gradọ • а 
.div(a X b) = b » rota — a • rotb 
.rot(a + b) = rota + rotb 
.rot(pa) = @ rota + gradọ X a 


Сә 


о Со чо CG Б 


„тої (а X b) = (Б • V )а — (а ° V )b + adivb — bdiva 


10. ргай(а + b) = (b. V )а + (a * V )b + b X rota + a X rotb 


2 | ‚ 7 
11. grad — = (а + V )а + a X rota 


(a - V )a = grad Č — a X rota 
12. div (grade) = Дф 
13. div (rota) == 0 
14. rot (grade) = 0 | 
15. гої (rota) = ргаа(аіуа) — Ла 
16. div (g grady) = Ф Дф + grado • grady 
17. Alp 4) = ФАр + ФМ + 2ртайр • grady 


18. | gradp av = $ npds 
19. 奥 高 公式 


| divadV = ф п ° adS ` 
v s 


20. | rotadV = фи > а45 „©, 
| v s: СЭ 


21. о | V )adV = фо e п)ай$ 
其 中 v 是 作为 常 矢量 
22. ағ ау = $, Sas = фа - у 245 
23. | дабу = $, Zs = d én - Y )adS 
24. 格林 第 一 公式 (first formula of Green) 
| ow 十 gradp。grady)dVY = $ pas 


| | i 6 
f war + grady 。gradp)dy = $y Fas, 
25. 格林 第 二 公式 (second formula of Green) 
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| os -wepdy = фр -eas ° 


26. | (gradp)2dy = $ p Zas 
y 5 дп 


其 中 9 满足 па, ы ss ФЕ 
Ap 一 0 аа 
1.15.2 对 上 述 部 分 公式 给 出 证 明 

O 关于 第 18 5. 


| rade dV = f ip dS 
证 明 ” 因 上 式 的 左边 可 以 化 成 ОС" 
| gradpav = [| Ж + 8) + Æg] av 4.193) 
ШЕЕ — 81956, Easg, 则 该 式 给 出 
| divaav= | Fav = фп. (pi)ds = 中 pcosGiz)d5 
同 理 则 有 


| iy = 
| |, дуб = ф pcos, у)45 ы. 


rip. А 


O аре аа До abp 


| erady dV = $ [p cos(n,x)i + фсоз(п,у)] + pcos(ñ,z)É 85 


= ф рпа 
ыо» мр 

©) 关于 第 20 3: | | 

| rotadv = фи хайд 5 (төз) 


证 明 “ 现 只 证 上 式 的 x 向 分 量 | 


对 上 式 的 右边 两 项 分 别 使 用 奥 高 公式 , 则 上 式 变 成 
| rotady 一 ф aeosdi， y)dS — $ a,cosGñ,z)4s 


= $G x a),dS 


对 于 (1. 194) 式 的 у 向 和 > 向 分 量 同 理 可 证 。 
@ 关于 第 21 式 
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| Geg n 2 f Ganas 
y К] 


v = const 


ШЕН 因 上 式 的 左边 展 写 开 并 考虑 到 "一 const 的 情况 下 ,再 利用 奥 高 公式 , 则 有 
[o улаи [, 


Р 


Фф. Голсоз(в ‚х) + ;cos (n,y) + v,cos(n,z) JadS 


= +з + ау 


Ilva) Iva) + дСо,а) 
-QT ду & 


| 


dV 


| 


$ o e n)adS 
@ 关于 第 22 式 
[asav н $ 245 
证 明 因 上 式 的 左边 可 表 成 | 
| say = | Су. YOAV. = | divCgradp)dy 
利用 奥 高 公式 19 式 ,并 在 该 中 令 a=gradp, 则 证 得 上 式 
| agav 一 n 。 gradgdS = ф, Sas 


| adv = 中 22dS 
该 式 展 写成 三 个 分 量 式 ,再 利用 上 面 的 结果 即 可 。 
关于 第 24 式 


Ө 关于 第 23 式 ` 


|, (PAY + gradp · ‘gradg)dy == ф, pas 


证明“ 利用 第 19 式 , 令 a= тад 代 进 该 ZRP, 并 考虑 到 第 16 =, MERER. 
© 关于 第 25 sÑ 和 


ед — sapay = $, [ — ф |5 


| 将 格林 第 一 公式 的 两 种 不 同形 式 相 减 еа 
° 关于 第 26 式 


| | | (gradg)*dV = = . вд 其 中 Ap= 0 ш 
在 第 24 4 式 中 人 S gp 一 办 并 考虑 到 Ag 一 0, 即 得 上 式 ， 
71.16 曲线 坐标 系 及 其 一 些 重要 量 在 该 坐标 系 中 的 表达 形式 


,在 许多 物理 问题 中 利用 岗 线 坐标 可 以 使 控制 方程 组 和 边界 条 件 得 到 项 fs 网 几 求解 | 
方便 ， 最 常用 的 曲线 坐标 是 柱 坐 标 和 球 坐 标 (cylindrical and ѕрћегісй! coordi Babi Yee: ner 


为 r 


1.16.1 曲线 坐标 的 引进 x 
现 考 虑 空间 任 一 点 己 , 它 在 直角 坐标 
Z Oxyz 中 的 坐标 为 (x，y,z)， 该 点 的 矢 径 


r=<xi+yj+ =k (1.195) ` 
点 P 也 可 用 另外 的 三 个 量 (g gg) Ж 
E, 见 图 1.17, Æ gga 为 曲线 坐标 
(curvilinear coordinates)。 显 然 ,曲线 坐标 
(gq1,92,93) 与 直角 坐标 (zx,y,z) 之 间 存 在 着 
一 定 的 函数 关系 。 曲 线 坐 标 g1、q;、q;, 当然 a 
会 随 己 点 而 改变 , 亦 即 它们 是 天 径 r 或 直 1.17. 
HEER х. у.х ВРА, BD | ü 


q2 = q (r) = дбх,у,2) . (1.196) 
9з = q3(7) = @(х,у,®) | | | 

反 过 来 ,z、y、z 也 作为 quq Ë .q s НРА, ВН 
| 2 = х(9,92,9з) 


| 91 一 q | (r) = д\\х,у,®) 


Y = у(4,92»93) u (1.197) 
z = z(qi qz qa) | | 
ЕЕВС (01.196) #9 В, Бе ЕСТЕ РТ EKRANE- ОЕ, 
O В q, 在 所 考虑 的 区 域内 单 值 连续 且 具 有 连续 一 阶 偏 导 数 ; 
@ 雅 可 比 行列 式 2q1,92,9:)/2(z，ysz) 在 所 考虑 的 区 域内 处 处 不 为 零 。 
在 直角 坐标 系 中 作曲 面 如 下 
q, = const , gq; 二 const , 9; = const 
这 些 曲 面 称 为 曲线 坐标 系 (gy 392,93) Ф 的 坐标 曲 面 (coordinate surfaces)。 两 个 不 同 坐 标 
曲面 的 交 线 称 为 坐标 曲线 ( 亦 称 : 坐标 线 )， Мал. 42.9: 表示 。 具 体 来 说 ,坐标 曲面 q= con- 


-st 和 gs 二 const 的 交 线 以 gs 表示 ;坐标 曲面 9 二 const 和 gs 二 const 的 交 线 以 9 表示 ; 坐标 


曲面 ау=сопзї 和 qs 二 const 的 交 线 以 q2 表示 。 显 然 ,在 坐标 线 g, 上 只 有 gi 改变 而 q2 fil q; 
保持 不 变 ; 在 坐标 线 q, 上 只 有 q, 改变 而 q, 和 q, 保持 不 变 ;在 坐标 线 g; 上 只 有 gs 改变 而 
qı. 和 gz 保持 不 变 。 

在 坐标 线 41-92-93 上 作 单位 矢量 : е. êz, ез, „дй; es er, е; 相互 正 交 ， 则 称 该 坐标 系 为 正 
交 曲 线 坐 标 系 (orthogonal system of curvilinear coordinates); 反 之 ， 称 为 斜 交 曲 线 坐标 系 
(Се system of curvilinear coordinates), 如 下 只 š 研究 正 交 曲 线 坐 标 系 ,在 该 EA 中 
任 一 矢量 e 可 表 成 | 

| а = alel + а,е, + азез (1. 198: 

AP aana: 为 a 在 曲线 坐标 系 中 的 坐标 分 量 。 

曲线 坐标 系 与 直角 坐标 系 的 根本 区 别 在 于 曲线 坐标 系 中 的 单位 矢量 的 方向 随 着 考虑 
的 点 不 同 而 变化 , 见 图 1. 17。 
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“ 


最 常用 的 正 交 曲线 坐标 系 是 柱 坐 标 系 ( 见 图 1. 18) 和 球 坐 标 系 ( 见 图 1. 19) 。 


图 1.18 | 图 1.19 


在 柱 坐 标 系 中 
e =e ， qn=r , 0<r<+e=e 
¿=ë@ ， gqg=0 , 0<0<2=x 
e= , q =< , — co < zx <+ оо 
Ой, bz 与 直角 坐标 ry 的 关系 为 
| | x= үсо50 , у= 900 , zsz | (1.199) 
在 球 坐 标 系 中 | 
ё =e , с=т , 0<r<+ co 
¿=ë Q= › 09а. ' 
е тиби 
А г. ф.0 与 直角 坐标 25555 -的 关系 为 、 


Ta = а 


> СЫТ = rsingsing . | | (1.200) 


F ү 
SE. з TE z mi DEF us ss : 
E | ‚| Z = reos 
RA $ 


L , Pi 
инел 见 图 1. 20, 


г = r(q.,q2,q;) = х1 + yj + zk (1. 201) 
ARIER R Vector of arc ея ч 中 的 表达 式 , 据 (1. .201) 式 有 
Ca 


上 式 中 的 让 ЗЕ г а Ж qa 不 变 时 只 Жо, 变化 的 结果 ， 所 以 BREW 坐标 线 :qs 的 方 
向 , 即 e 向 ; 同 理 沁 的 方向 是 2 ШЕ 的 方向 是 向 


е зат б р Bs 
AFEA. 因 据 (1. 201) 式 ко 


„Т 


к=н. 


于 是 有 


x 
Í | 
SR 
| 
£ |2 
|: A 
SA 


(1.204). 


图 1.20 


H..H.,.H,; 称 作 拉 梅 系 ЖКП ате” s coefficients), 它 是 曲线 坐标 91.92-93 BER. 


根据 如 上 分 析 , а. 202) 式 可 以 表 成 
ағ = H 1296, T Н.да, F Haa j 


(1. 205) 


这 就 是 弧 元 素 矢 量 在 曲线 坐标 系 中 的 表达 式 。 它 在 曲线 坐标 轴 上 的 投影 dhi、dhz、dhs 分 


别 为 


dh, = Нд, dh, = Hdg; dh; = Hdg; a 


现 设 dr 的 大 小 |dr| 以 dh 表示 , 则 有 
и dh? = Hida? + Hidg? + H3dg? 

以 dhi、dhs、dhs 为 边 作 一 个 平行 六 面体 PPQP PQQ.. 网 图 1. 

积 为 | 
dV = Н,Н,Н;іфӣдгічз 

六 面体 各 面 的 面积 分 别 为 И 
| e 95, = H,H;0q.3q; 
dS: = H,H.,dq.dqi 
dS; = HIH:dqidg; 

根据 式 (1. 199) 和 (1. 204) ,在 柱 坐 标 系 中 

H,= H = 1, H,j=H,=r, Н, = H,=1 

于 是 微 元 长 度 dh 和 六 面体 元 体积 分 别 为 


dh= У Н?ад? + Hdg + Hšdaqš 
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(1:906; 


(1.207 
该 六 面体 的 人 


25 (1.208 


(1. 20$ 


(1.21! 


= Vdr + 12408 + dz? 


dV = rdrdðdz 
根据 式 (1. 200) 和 (1. 204) ,在 球 坐 标 系 中 
Н,= H,=1, H,=H,=r, Н, = H, = rsing (1.211) 


于 是 微 元 长 度 和 六 面体 元 体积 分 别 为 
dh= vdr? + rdg + risin’$d0? 
dV = r°sinédrd#d0 
1.16.3 梯度 grado 在 曲线 坐标 系 中 的 表达 式 
根据 梯度 的 性 质 ,gradp 在 曲线 坐标 轴 上 的 投影 分 别 是 该 方向 的 方向 导数 : 


др др ОР, 
Ihi ` Dh, ` Dh,” HRE. 206) 式 , 则 有 


Geradp = E = үр 22. 
(grado), = #2 = р 22 (1. 212) 
(вгайф), = Р = са т | 
即 | 
¿kado та Pa +E ко 4 2. э, (1.213) 


这 就 是 梯度 grado 在 曲线 坐标 系 中 的 表达 式 。 
根据 上 式 以 及 (1. 210) 和 (1. 211) 式 ， eridp 在 柱 兴 标 系 和 球 坐标 系 中 的 表达 式 分 


为 
grado = > 十 一 9 + S. (1. 214) 
шайка А зів ав (1. 215) 
1.16.4 # diva анаа 
散 度 diva 的 定义 为 “ 
о. audS 
diva 一 lim ЕТ. | (1. 216) 


该 定义 与 坐标 系 的 选取 无 关 ， 可 据 此 来 求 散 度 diva 在 曲线 坐标 系 中 的 表达 式 。 在 场 内 任 
取 一 点 P ERALA аһ, dhr dhs 为 邻 边 作 平行 六 面体 , 见 图 1. 20, 该 体 元 的 体积 dy 即 为 
(1. 208) 式 所 示 , 现 在 该 体积 就 相当 上 式 中 的 V。 由 于 所 考虑 的 是 微 元 体 , 体 元 的 各 个 面 亦 
是 微 元 ,因此 在 上 式 中 的 通 量 积分 便 可 直接 计算 。 

经 过 PP;Q1P; 面 的 通 量 为 

— a,dh,dh; =— а|Н„Н544;д4» 

因此 面 的 外 法 线 方向 是 q, 的 负 向 ， 放 取 负 号 。 

经 过 Р.0:00; 面 的 通 量 为 


а,н.н; + 
是 经 过 这 两 个 面 的 总 通 量 为 


Xa H, H,) | 
а aa aaa 


Xa H, H.) 
а 49,0993 
1 


HE, Z PPRP, 5 P,Q,QQ, 面 的 总 通 量 为 


ада азад, 
2 


经 过 PPQP: 面 与 P Q.,QQ. 面 的 总 通 量 为 5 


Ха,Н:Н,) | 
— i dq,dq;dg; 
3 


将 如 上 三 式 相 加 便 给 出 通过 体 元 dy 各 面 的 通 量 , 即 


二 Xa  H,H,) (а,Н,Н,) Ха:Н,Н,) 
Ф a,dS = Баз FT E + + аи шш jaaaezde， 


利用 上 式 以 及 表示 体 元 dy 的 (1. 208) 式 (现在 dV =V), FJ JA (1. 216) 式 推出 在 曲线 坐 
标 系 中 的 散 度 diva 为 


А 1 Xa, Н,Н;) (а,Н,Н,) (а,Н,Н,) 
diva = 一 一 一 一 | ———— + ——— + —— А 
шз ш илле... 
在 柱 坐 标 系 和 球 坐标 系 中 ,diva 的 表达 式 分 别 为 
diva = + 2 = беа 1 Lara + — (1.218) 
_ 1 да?а,) Ə(aysin$) : 1 `: Cho ерт 
diva P aey 3 17 rsing 为 219) 
1.16.5 旋 度 rota 在 曲线 坐标 系 中 的 表达 式 
旋 度 rot,a 的 定义 为 | | | СЯ ЕЗ 
| 人 edr | 
rot,a = lim ЕС | (1. 220) 
5-0 


该 定义 与 坐标 系 的 选取 无 关 。 现 利用 该 该 定义 来 求 rota 在 曲线 坐标 系 中 的 表达 式 ,为 此 ， R 
们 先 求 rota Æq 轴 上 的 投影 ， ERR n Жа, НУ ЗЕ [р], Bp 7m 一 el, 并 考虑 l 面 ， 该 面 


ИП q, =const 的 面 ‚НЛА 5 =а45,, № 1. 20. 现 计 算 绕 该 ЖЕРЕ L= PPQP URE, 按 
逆 时 针 转 向 为 正 。 


фа ‚ dr = (да * dr 十 РС . dr +| а ° dr + РС 。 dr. 

г, ЁР, | ѓ,0, $ P, Pp 

其 中 — | 

РС e dr = a,dh, = a,H ,dq, 
РР, 


дХа,Н 
РСЕ азн, + з 3) 


4а, |да» 


(а,Н,) 
T 93 да, а, 


48 


21, . худе Е 
h y mai. 1-5 А, 
Р AR 
ткы А З 


. L Жр. * 
ра. Sona. Е А 
Ц: - ТҮЙӨ. бәш, Joa 


|с ° dr = — asH dg; 
P,P 


于 是 由 上 诸 式 推出 


a » dr 一 БЕ — naaa Jagada: 
而 据 (1. 209) 式 
S = dS, = H,H.da,dq; 

.于 是 将 以 上 两 式 代 人 1. .220) 式 便 推出 rota Æq, 上 的 投影 (rota)i 为 


_ _ 1 Kaz, H) __ д(а,Н,) 
Б HA, 93 935 | 


同 理 , 可 以 推出 旋 度 在 q, 和 q, 轴 向 的 投影 。 将 гога 的 三 个 投影 分 量 归 纳 如 下 


w 1 а:Н,;) АР 2(а,Н,) | 
Е ml 9» dg; 
z = 1 Xa, Hı) Б d(Ca3H ;) 
моа ин Q ] (1. 221) 
_ _ 1 _ ras _ ӘаН)) 
(rota); = ШЙ! > i, | 
或 者 将 rota 写成 | a 
| (He). (Н ,е,). (Н,е), 
= р а 3 СЛ 
аан m X, >, (1. 222) 


Ha; | На, Haas 
在 上 式 中 的 (He)。 BI Hiei, 之 所 以 如 此 ， 是 约定 Н.е, 不 受训 的 微分 作用 。 
在 柱 坐 标 系 和 球 坐 标 系 中 rota 的 分 量 表 达 式 分 别 为 


— læ, ав 
_ % е 
да, „да, 
rota = > — > (1. 223) 
© l Çap _ 1 а, | 
dr r æ 
以 及 
2 -l Kasing) 1 2; 
гога; r узу д rsiné 20 
ра 1 S рана) 
于 ET › а D 
| тоца = 1 Xra;) 1а, 


dr +f $ 

1. 16. 6 R ra Кайа phasi s" 

Е < a=gradp, {RA diva 在 曲线 坐标 系 的 表达 式 (1. 217) 中 ， 并 考虑 到 sap авв 
| | 标 系 的 表达 式 (1. 213) 便 得 到 Ap 在 曲线 坐标 系 中 的 表达 式 


1 (Н.Н; др 9 H.H, др 2| H.H, әр 
айе ыш ела Н, д, | Н, а, A pa (1. 225) 
Ap 在 柱 坐 标 系 和 球 坐 标 系 中 的 表达 式 为 
1 2 
A = 12|( әр) 十 Laž (1. 226) 
_ 1 2 Әр СЕ 
Аф = x 2 |+ ы lsg) + 1. 20 (1.227). 


1.17 ”曲线 坐标 系 中 单位 矢量 对 坐标 的 偏 导数 及 其 应 用 С 


在 物理 与 力学 问题 中 经 常 需要 计算 矢量 对 曲线 坐标 的 偏 导数 ,在 计算 这 些 偏 导数 时 ， 
具有 基本 意义 是 单位 矢量 2 对 曲线 坐标 q 的 九 个 偏 导数 ,这 些 偏 导数 满足 下 列 公 式 志 


1 1 ӘН, 
2 H, %, Н; ЕМ 
æ _ 1. 2H,- 
an H, а,“ 
æ 1. ан... ` 
a, Н, аһ. 
æ: __ 1 99. 1 ан, 
O H, дз ° ап“ 
æ; _ 1 ƏH,. 
ар Н; а, “: 
æ _ 1 ан,. 
Әз Н, дф ° 
æ; 1 анз". 1 ан;. 
dgs H, д | H д; ° 
æ, _ 1 аН;. 
为: H; Q 
æ, _ l H; 
Og, H, 2, < 
如 上 九 个 式 子 可 以 简写 成 两 个 统一 公 у (гё ерун | BRAME 1Ë) 
ё: 1 ан, 
æ; H, а, 本 
де; 21. ан,. 1 ан,. 


ар H; Q; H, д," 
在 如 上 的 两 个 公式 中 /从 均 在 1.2.3 之 间 变 化 ,但 i、j.k 不 同时 
取 一 样 的 值 , 且 按 1.2.3 БЕНЕН. 另外 ， 同 指标 的 作 和 
约定 废止 。 
现 对 如 上 公式 证 明 。 先 证 (1. 228) 的 第 二 HEER, 因为 。 是 
单位 正 交 基 矢 量 ( 见 图 1. 21) ,所 以 | 
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5 е ) 4 


Ё 1. 21 


(1. 228) 


(1. 229) 


(1. 230) 


(1. 231) 


(1. 232) 


1, САРЕ) 
e se, =0, (5 Ј) 
k: Xe =e, (JJ 按 1.2.3 偶 排列 取 值 ) 
对 上 式 的 第 一 式 对 9 求 偏 导 , 即 有 
xQ a = . э О. = 0 
从 而 有 нш t 
6 二 0 GEER) 


即 有 


= ер = 0, (1 == 7 = 1) 
— *е,= 0, (ф sm], 7 s= 2) 


"ez 一 0， G= 2,] 一 1) 


аа, 1А, а 
其 次 , 据 (1. 202) 和 (1. 205) 4,9 | 
аа а-на) = нна ё = 
T у = (H, UNE) = Н,Н;ё, + ë, = 0 
а Се (но = H.H д = 


ч FF e. > 


971 ` 203 1.3 а, 0 
| 8: r дг а 
‚ 2. . | 271923 а 0742 Әз no 0 
|2: IE AE BE 一 0 
Шр Эду: 2:23 Әр 7 
将 上 式 加 加 减 减 可 以 推出 ; 
а, 
д4 2192 
而 | 
| fr ala | ӘБ. 
21,942 -也 | 立 | Ф ~ а, н» т 201 (全 2e2) 


(1. 233) 


(1. 234) 


《1. 235) 


(1.236) 5 


3r А 
— = Н,е 
os з 


将 以 上 两 式 分 别 代 进 (1. 235) 中 则 给 出 如 下 两 式 
(Шын АЕН 0 


ә 
9 92 92 


К ~ ƏH,- 5 де 
a Habi) = Н+ S + Нав, Ha =0 
由 于 2 | 22, 12 所 以 由 以 上 两 式 推出 


He, ° 


He, ч 


e, ° 

Ñ I (1. 237) 
е, ° + 
由 (1. 234) 式 和 上 和 式 推出 


// е, (1. 238) 
而 据 (1. 236) 式 又 有 


ар H, 2° * oe 
Врт. 228) 的 后 两 式 得 到 证 明 。 对 于 (1. 229) 和 (1. 230) 的 后 两 式 同 理 可 证 。 
根据 (1. 233) 式 以 及 (1. 228)、(1. 229). (1. 230) 的 后 两 式 , 则 有 


B ә... |. д 
a Q Т ол ее, 
т = = e, х.е; + е, > Н» ы 
n~ 1 ӘН, _ 1 ан. 

п Н; 2 6 Н; Ф3 a 
即 (1. 228) 的 第 一 式 得 到 证 明 。 对 于 (1. 229) 和 (1. 230) 的 第 一 式 同 理 可 证 。 w 
“王将 连续 介质 力学 中 经 常 出 现 diva grado, rota, Ao. (e。V)5、Aa、… 等 算 子 ,这 些 算 子 
在 曲线 坐标 系 中 的 表达 式 其 头 四 个 在 上 节 已 经 给 出 ,也 可 以 利用 (1.228)、(1.229)、 = 
(1. 230) 式 推出 。 现 在 来 推导 (e Vb 和 Aa 的 表达 式 。 О а 
Ф 推导 (ae уь 的 表达 式 Е ы 


(a. V )уЬ=а. Ç (Ье, + Б,е, + Ье) 
= ё,(а, V Ь,) 4 е,(а• Ç b,) + е,(а, V b.) : 
+ b(a + V ë) + b,(a ° Yê) + b,(a ° V ë) 
= ёа V b) + ¿(a у b) + ёа - V b) 人 


abi Е, сабу. i. ab; Нз. 


HH, 2» ° Н.Н, РДЫ H H, БЫ 


_азбу_ Е И a:b ӘН. _ аб» -A 
Н.Н, Qı H-H; à, ° НН, а," 
asb, Hs, aib: Hi КИ ab» oH, 
Н.Н, à, "Н.Н, qn © HAH, ә“ 
asbs а. сабз анһ. ^ a,bs 2Ha, 
~ HH, 3, ° Н.Н, ЕДЫ, H-H, 3з ° 
将 上 式 整理 后 则 给 出 | 
к ь, I 3H, H; a aH, _ a j) 
(a . V )b =à {а ° V b, + H, H, a, a, а» ` + Н ‚Н, 3 а, 
ан, у h | _ ән) 
+ ale Уат НУН, С = : а. | t HH,” д 21; 
| С a E) p tefa, Ea гу 
tåla Yb + mine —©® an) HH” ар a 
(1. 239) 


其 中 


© 推导 Aa 的 表达 式 = оза 
根据 1. 15 节 中 的 第 15 个 公式 ,有 Ал 
Aa 一 у (Visa) ух 09 ха) | 
先 推导 aa ЛЕ а 轴 上 的 投影 (Aa);， 利用 (1. 217)、(1. 2130.01. 221) 式 , 则 有 ` 
(Aa), = Z инша + "RH Ha) | CH Hay" | 


Han HHH: an Е? дл: 
1 з а H, „Ганна аА 
Н.Н; ар H H, ар . 94 
1 22. H, u "нау 
Н.Н; 3 Н.Н, и dı 


Oa L 2 Har 2 ану 2 ӘН, ða, _ 2 ан; а; 
; HiH, dg. 1 ВН: Q Q НІН; q аі H,Hš Q, а; 


Н; а 5 аһ Н.Н; QLH, H: әд; H,H, дз Н.Н, а; : 
ir агі кано. 1 агн. H, ч EEE 
H, д, ни, qq; Н.Н, LH, H, а; “ 
1 9 AHH2] 1 әг н, ӘН, js кое 
+ {ж ni matan: Sra a 7 ылы] H,H Н; д; Дә: a] s) 
同 理 可 得 ` 
(Aa), = m Ра 88 – 2 3 84 еа ӘН, әл, 


2. (1 = 1 + | 1 гаа L: = зз. Н, Ән, | js 
H, Q LH H,H; . ys H i Q, L H,H, Q 1 Н.Н, НН, а, 
+{ у] l НН). Гн пр 882], 
Н. MLHIHH; . аз H i ast HH, д, 
2 1 НН.) _1_ 2 H, ӘН ! 
š \н; ЭННИ, д, j: mH, rali H, Ele th 
(Aa); = да; + S p a гацаа 2 дН д; 2 ӘН, а, 
HsH a а НН Qs а НН, а, а; БА: os dz 
1-2 уы 7 [ Н, ү. L. x A ан. 
Н; Ф з H H-H, Q ` H H, gq LHH, 9} Н; аг НН. 9: 
s: 2 | 1. |. 1 H, TA 
H: Q| LH HH; а АА» 9 -HH Q d) A 
l 9 a] 2(H,H,) J Ə[ H, ӘН | 
ш Uz LRT: k 1 - ніт, 21588 a lje ыл) 
本 章 主 要 参考 文献 [1 1 和 [2]。 
习题 
一 、 张 量 部 分 | 
1.1 EHRE у=аі+-6)--с АРН ar+by-+cz=2, 
1.2 ШЕВ (а - Ьхс)г= (а • r)bXc+ Ф • r)cXa+ (с • r)aXb, 
1.3 WAWR a b.e REHAR, W a- Ьхс=0, И 
1.4 已 知 D 是 任 一 EEA ааа! D у=» «Des 
1.5 证 明 (Оху) = vXD. | ., _. н 
1.6 и-не А ЖЬ, 2b: A= A ` 
xb. г 
1.7 яр 6+) НАЙ „и ziti ves АЯН К 


BH р • (u ху) = (D Хи) • v, 
1.8 将 球 坐标 系 中 的 单位 三 基 e. e Tes 表 成 直角 坐标 系 的 单位 三 
1.) ВРАЗ, ПЕНЯ е, =е, Хер, СМЕ 1.9 BJ). ` Ж, 
1. 9 克 罗 内 克 和 尔 符号 RERA 3, 求 如 下 的 诸 量 (a) 5, , (b) даа, дада. (а) А (е) 


1.10 РРР 按 直接 展开 的 办 法 证 明 ， a ) € u=, 
(b) € aa a= =0, 

1.11 直角 坐标 系 ОА 是 坐标 系 беген pn X3 ийи 0 角 
而 成 。 确 定 联系 两 个 标 系 的 标 轴 之 间 的 变换 系数 wj, 并 给 出 矢量 "= 
viei Hve: -озез fE Oxi олз 系 中 的 分 量 。 ( 见 题 1.11 图 ) 

1.12 下 面 的 表 中 给 出 了 两 组 直角 坐标 系 间 的 方向 余弦 部 分 值 ， 
已 知 两 个 坐标 系 均 为 右手 系 , 请 确定 表 中 空 晶 处 的 余弦 值 。 

1.13 已 知 {4;} 和 (B;}) 为 二 阶 张 量 ,证 明 {4h;j-FpBij} 也 是 二 阶 张 
Е. 
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1.14 WHC + Pmt Piiteri 3PiaTiZ;zyo 

1.15 BARH a=3it4k, b=2j—6k 和 并 矢 式 D= 3й-Е21Ё— 表 (1. 12 题 ) 
4 六 一 5 天 ,利用 和 矩阵 乘法 计算 积 .D.D -b, aD: pb. 

1.16 按 指 标 法 证 明 矢 量 便 等 式 (L) V X V$=0, (2) V + Ç 


1-17 确立 恒等式 


С. Р бш 
Є Є = Op бы Öns 
фи. бу. "бы 
1.18 利用 上 式 的 结果 ,证 明 (a) € pp E mr = pôr — e pråm (b) € € 20 
1.19 ”如果 并 矢 式 B 是 反对 称 B= 一 B., 证 明 :B.Xae 一 2c。B。 
1.20 证 明 (Xv)，D=vXD。 
Z HERR 
1.21 证 明 下 列 各 式 
(1) кгай(р+ф)=ргайф+-ргад, 
grad(@/) = ggrady + pgrady, 
gradF (g) = F' (g)gradg; 


(2) grad y= agrad” 一 ar r 
(3) grad(c ° ғ) =с; 

` (4) ргааф(и(г) 05) = E ada + Pecado, | 
(5) grad|exr|°=2r(c • с) — 20е * с): 


1.22 #grady= 2 табх, Ж grad(z"y" H ` 
1.23 若 在 (z,y) 平 面 上 


EENE T T 
+ ay ду 


求证 等 位 线 p= 常数 和 у= . И. 

1.24 Ж = Ж-Н, ДЕҢ Н М; N M ЕР 
长 方向 作法 线 MN., 在 MN 取 矢量 анды gradp 为 直径 作 一 球面 。 Н p 常数 
M 任 作 一 方向 * 与 球面 交 于 天 , 见 图 示 。 试 证 


MK = 2 
MK = % 


1.25 ТТ m 十 rz 三 28 РАЎ фет 十: 的 的 一 个 等 位 线 ,此 处 
r É r; 为 动 点 至 两 焦点 的 距离 。 证 明 在 椭 加 上 所 作 的 法 线 平分 两 向 径 间 的 夹 角 ， 
1. 26 ЕВ ат 的 法 线 的 几何 方法 ,其 中 1,r; 为 动 点 至 两 焦点 А Ж B 的 距离 。 


1.27 给 定 平面 标量 场 p. 设 在 M 点 上 已 知 两 个 方向 的 方向 导数 好 、 好 ,试用 几何 方法 求 M 点 上 的 
grado, | 
1.28 证 明 下 列 各 式 ， 
(1) div(a--a=diva-divaa- ° г Е. 
(2) div(gr)=dive-- grade - аз ' 
(3) div(aXb)=b • това +а ` ° nb. 
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(4) divr=3; 


(5) div (re) = T div(2e)=2c г. $P c 为 一 常 矢量 ; 

(6) s e 常数 标量 ; 

0 

(8) div[b Gr а) ]=а•Ь, div[rCGr а) ]=4ғ ° а; 
div(aXr) 一 0, 其 中 ea Kb HERA; 

(9) divr‘r =7г* 

(10) div[rCwXr)]=0, 此 处 w 为 常 矢量 ; 

(11) div[aX (rXb)] =2a b, Fa K b HERE, 

(12) Жу=к ox r, divy=0. 

证 明 下 列 各 式 : 

(1) rot(a;+a:)=rota, +rota;; 

(2) rot(ga)=g@rota+gradeXa; 

(3) rot[f(r)r]=0; 

(4) rot[b(r -a)]=axb,jtrBa,b RERE, 


(5) rot (ra) = Z5, а 是 常 天 量 ; 

(6) 车 y=vo 十 wXr, 则 rov=2w, 

利用 哈密 顿 符号 法 和 张 量 表示 法 证 明 下 列 公 式 : 

(1) (›+ V)pa=a(v • grade) + @(y ° Va; 

(2) (с• V )(aXb)=aX Сс ° үе bxlc* Va; 

(3) (aXb)* rotc=b* (a° Vc—h “(Pp Ye 

(4) (aX V)Xb= (а * V)b+aXrotb—¿divby. ` 

(5) (aX NV)Xr=—2a; ы. 

(6) (NV Xb)Xb= — (a • V ea s e иы 


К 


(1) (m° VD)n= rotn Xp 其 中 中 是 大 小 相等 方向 可 变 的 矢量 ; .. 


Ki (2) п š [grad(a š ОСИ а PERE, 是 单位 党 矢量， 


1. 32 
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《3) i CV ° * y)a= (y * :V )a+adivy. 
证 明 下 列 各 积分 公式 ， 


ЕС . Y )а + adivyJdV = 中 ao,dS , Ща =» 
[og or уйчу] y= f о 
о 中 кезй ай 其 中 为 党 矢量. TA VES 而 所 包含 的 体积 
(3) 中 aids = aV ,符号 意义 同上 ; 
(4) фе 2 К азай; 


(5) ф a + b),dS = [Le ` rota —- a • rotb)dV ]; 
Š 


(6) Ó py las = | Le div атай) + Y gradp з gradx]dV’ 


(7) $ Ag 2245 = [ta ey b (aq day a. 


$, (a X gradg@),dS = | rade - rotadV ; 
(9) 中 。 (rota X Aa)dS 一 一 Сау + rota + Arota ]dV ,其 中 diva = 0; 
(10) фу? де Е Х втайф 45, 


фра . dr = | t> rot,a + (grado X a), 45; 


(11) 中 dv = | «гади X gradv) * Ras: 
1.38 WRA diva, rota 的 定义 推导 它们 在 柱 坐标 和 球 坐 妹 中 的 表达 式 。 


1.34 求 广 gradv? 一 vXrotv 在 曲线 坐标 , 柱 坐标 及 球 坐标 内 的 表达 式 。 
1.35 证 明 


| gradg = $ê 《在 这 里 i 非 作 和 ) 
并 利用 тог (тайа) = 0 证 明 | Ес 
u rote; = > згвтан, хе ÆRE: I EM) 


— í жу 


\ 
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S-E .应力 分 析 


从 本 章 开 始 ,正式 研究 连续 介 质 力学 的 问题 ， 本 章 是 应 力 分 析 , 在 应 力 分 析 之 前 , 先 令 
述 连续 介质 力学 的 基础 和 出 发 点 一 一 连续 介质 假设 或 称 连 续 介质 模型 (continuous 


medium hypothesis or continuum models), 


От -连续 介质 假设 “ 


力 所 作 用 的 对 象 物 质 (rmaaterial) 即 介质 人 medium 是 由 大 量 的 分 子 (molecule) 所 组 
成 .分 子 间 的 真空 尺度 远 远大 于 分 于 本 身 的 尺度 ,而 每 个 分 子 又 都 在 不 停 地 作 无 规则 的 运 
动 ,相互 间 经 常 碰撞 ,交换 其 动量 和 能 量 。 因此 流体 的 微观 结构 和 运动 (microstructure and 
motion) ,不 论 在 时 间 还 是 在 空间 上 都 充满 着 不 均匀 性 、 离散 性 和 随机 性 (inhomogeneous， 
dispersed and random property)。 男 一 方面 ， 人 们 用 仪器 所 测量 到 的 或 者 用 肉眼 所 观察 到 
的 介质 宏观 结构 (macrostracturs) 和 运动 , 却 又 明显 地 呈现 出 局 部 均匀 性 .连续 性 和 确定 
性 (tomogeneous，continuous and determinate.property) 。 微 观 运动 的 不 均匀 性 ,离散 性 及 
随机 性 同 宏观 运动 的 均匀 性 、 EHE ЕЙ НЕШЕ: {Н 但 又 和 谐 地 统一 在 一 个 介质 之 
б 从 而 形成 了 介质 的 两 个 重要 的 表现 侧面 :# 

“研究 介质 的 攻 现 运动 有 两 种 不 同 的 途径 ， 第 种 办 法 是 统计 物理 方法 tmnethaa of 
Statistical Physics), 该 方法 是 从 分 子 和 和 原 Разня, 采用 统计 平均 的 做 法 建立 起 宏 观 
物理 量 所 满足 的 方程 ， 并 对 这 些 晶 求解 -统计 物 下 方法 虽然 自 然 、 直接 ， ЖЛЕ ВЕ 
ВЕЛО ЗЕНА ВОЕНЕН! 的 信 息 Gator 第 一 -种 方法 是 建立 在 
连续 介质 假设 的 基础 之 上 的 宏观 研究 方法 ,这 是 一 -和 极为 实用 和 完全 可 奈 的 成 功 的 方法 。 

所 谓 连 续 介质 假设 ， 是 认为 介质 的 质点 (particle2 话 EAE Hy W фр Ый == кше aP a 
一 点 鹤 障 (hole) , 314-7 ШЫЛ ЫН. 占据 
的 至 则 位 置 来 体现 。 Е 

ЕЕЕ ч, 实质 上 是 由 无 穷 多 个 分 子 所 组 成 的 集团 ， Bp“ ЖИ” (particle 
group), 它 在 宏观 上 表现 为 小 .在 微观 上 却 表 现 很 大 , 即 它 是 宏观 小 微观 大 ” 
(macroscopically small and microscopically big) , 一 方面 , 质 团 的 特征 尺度 元 远 远大 于 分 子 
运动 的 尺度 „ОЁ Lp L, ,使 得 这 个 集团 中 包含 大 量 分 子 , 对 该 分 子 集团 进行 统计 平均 
后 能 得 到 稳定 的 数值 ,这 就 是 “微观 大 ”的 含义 ; 另 一 方面 ,又 要 求 分 子 团 的 尺度 元; 与 所 研 
究 问题 的 特征 尺度 L, 相 比 是 足够 小 ( 即 L, < L,) ,使 得 分 子 团 内 的 平均 物理 量 可 以 看 成 
均匀 不 变 ,因而 可 把 分 子 团 近似 地 看 成 一 个 几何 点 (geometric point) ,这 就 是 “宏观 小 ”的 
含意 , 以 上 是 从 空间 上 对 分 子 团 的 要 求 。 而 从 对 这 个 分 子 团 的 统计 平均 时 间 来 看 , 则 要 求 
这 个 时 间 是 “微观 长 宏观 短 ”(microscopically long and macroscopically short) , 即 进行 统计 
平均 的 时 间 应 选 得 足够 长 ,使 得 在 这 个 期 间 内 质 团 的 微观 性 质 在 统计 平均 后 能 够 得 到 确 
定 的 数值 .例如 ,在 这 段 时 间 里 分 子 间 的 碰撞 已 进行 了 千 千 万 万 次 ; 另 一 方面 ,进行 统计 平 
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均 的 宏观 时 间 要 比 所 研究 问题 的 特征 时 间 小 得 多 ,以 致 于 我 们 可 以 把 进行 平均 的 时 间 看 
成 一 个 瞬间 (for an instant), 

连续 介质 假设 在 一 般 情 况 下 是 完全 合理 的 。 例 如 ,在 冰点 的 温度 和 一 个 大 气压 下 (in 
the case of temperature at freezing-point and one atmos) , lem? 气体 中 所 含 气体 分 子 数 约 为 
2.7X102 ,即使 在 10cm 这 样 在 宏观 上 看 来 是 很 小 的 体积 中 也 有 2. 7X10* 个 分 子 。 显 
然 , 从 微观 上 讲 这 样 的 体积 还 是 非常 大 的 。 从 时 间 上 讲 , 在 上 述 的 温度 和 压力 的 条 件 下 ， 
Іст? 的 气体 中 其 分 子 在 1 秒 要 碰撞 10” 次 ,即使 在 les 这 样 在 宏观 上 很 短 的 时 间 里 ,在 体 
积 为 10-scmas 的 气体 中 ,其 分 子 仍然 要 碰撞 104 次 ,所 以 说 这 个 时 间 在 微观 看 来 是 足够 长 
的 了 。 

在 作 了 连续 介质 假设 之 后 ,研究 介质 的 宏观 运动 时 ,就 可 把 本 来 是 大 量 的 离散 分 子 或 
原子 的 运动 问题 近似 成 连续 充满 空间 的 介质 质点 的 运动 问题 ,于 是 每 个 空间 点 在 每 个 时 
刻 都 有 确定 的 物理 量 。 质 点 所 具有 的 宏观 物理 量 , 如 密度 .速度 .压力 和 温度 等 ,都 是 空间 
坐标 和 时 间 的 连续 函数 。 这 些 物 理 量 满足 一 切 应 该 遵循 的 物理 规律 ,如 质量 守恒 .牛顿 运 
动 定 律 能 量 守恒 定律 、 热 力学 定律 以 及 扩散 .粘性 及 热传导 等 输 运 性 质 , 从 而 可 利用 强 有 
力 的 数学 工具 . 正 因为 如 此 ,连续 介质 假设 乃 是 连续 介质 力学 的 第 一 个 且 带 有 根本 性 质 的 
假设 。 

然而 应 该 指出 ,连续 介质 假设 虽然 能 够 非常 满意 地 处 理 绝 大 多 数 的 宏观 力学 问题 ,但 
是 在 某 些 特殊 条 件 下 这 种 假设 亦 可 能 有 问题 。 例 如 ,在 研究 导弹 高 空 水 行 时 ,周围 的 空气 
是 稀薄 的 ,其 分 子 间 的 距离 很 大 , 它 能 和 物体 的 特征 尺度 相 比 拟 , 最 然 在 这 样 的 条 件 下 获 
得 稳定 平均 值 的 分 子 团 是 存在 的 ， 但 是 不 能 把 这 样 的 分 子 团 作为 二 个 质点 了 。 这 样 的 问题 
是 稀薄 气体 动力 学 (Rarefied Gas Dynamics) 所 要 研究 的 内 容 。 , 又 如 激 波 层 (shock layer) 内 
的 气体 运动 问题 ,由 于 激 波 的 厚度 与 分 子 自由 程 同 量 级 ， 所 以 激 波 层 内 的 气体 只 能 按 分 子 
处 理 , 再 也 不 能 作为 连续 介质 (对 于 在 数值 计算 等 将 激 波 层 作为 连续 区 近似 处 理 的 情形 例 
外 ,当然 这 种 处 理 并 不 是 为 了 求 激 波 层 内 的 量 ,而 是 为 了 计算 激 波 层 两 边 的 物理 量 ) 。 

“最 后 ,我 们 再 强调 几 点 :@ 当 在 连续 介质 力学 中 引进 连续 介质 假设 后 ,将 不 再 考虑 介 
质 的 分 子 结构 ,而 将 介质 近似 看 成 为 由 介质 质点 连续 无 空 阶地 组 成 , 它 的 宏观 形象 是 连续 
体 。@@ 在 连续 介质 力学 中 所 说 的 质点 位 移 ,不 是 指 个 别 分 子 的 位 移 , 而 是 指 含有 大 量 分 子 _ 
的 质 团 位 移 , 尤 其 当 我 们 说 介质 质点 处 于 静止 状态 时 ,这 就 是 说 , 它 处 于 原 地 不 动 , 尽 管 质 
团 内 的 分 子 由 于 热 运 动 将 不 断 地 移动 位 置 。@@ 当 我 们 在 连续 介质 内 某 一 点 4 处 取 极限 
时 ,不 管 离 4 多 么 近 的 地 方 均 有 质点 存在 ,并 有 确定 的 物理 量 。 一 定 不 要 认为 :似乎 在 惑 : 
极限 时 会 出 现 “ 容 点 ”而 陷 人 分 子 间 的 真空 区 的 现象 .之 所 以 如 此 看 待 ， usis. a \ 
为 宏观 连续 体 了 ,不 再 认为 其 中 有 分 子 结构 。 Е 7 


22.2. 重要 的 基本 要 全 

2.2.1. 均匀 性 与 各 问 同性 | , B€, К. 5 
介质 的 均 匀 性 Chomogeneity) ,是 指 在 所 有 的 质 点 上 都 具有 同样 性 质 。 具有 £ б ni a " 

的 物质 ( 即 ы 质 ) 称 作 均 匀 物 质 — material) , СЕ 2, 


样 的 物质 称 作 各 向 同性 物质 (isotropic material) ; 
各 向 异性 (anisotropy) ,是 指 在 一 а Ежик, жанаш 
向 异性 物质 (anisotropic material) 。 | ИЕ 
2.2.2 质量 密度 a хл у = 
密度 (density) 的 概念 是 从 连续 介质 中 一 点 邻 域 的 |] yana lai. 
质量 与 体积 之 比 (mass- volume ratio) 演变 而 来 。 在 图 
2.1 中 所 给 出 小 体 元 AV ,其 质量 用 Am 表示 , 则 在 AV 
中 介质 的 平均 密度 (average density)p 为 


- Ат 


由 于 作 了 连续 介质 假设 ,因此 可 以 对 上 式 取 极限 ,以 求 
得 体 元 AV 内 某 一 点 己 о, 它 为 


_ dm | 
° = lim ду = ду к 


p 为 质量 密度 (mass-density) ,简称 密度 , 它 为 标量 。 图 2. 1 所 示 的 体积 为 了 介质 的 质量 


m= ну. ае ены (2.3) 
2.2.3 ”体力 和 面 力 ^ так Бї = ии 

J doree) Е-е CH RHESR ЗИ НАА 人 
分 , 即 各 个 质 点 上 的 有 距离 力 (forces with a distancë) 称 作 和 体力 (body forces); РНЕ 
ПАНЕ, ШШ -— Ви Ея, WEAD E таму and 


magnetic force eté. Эз» ВЕНЧАН ао), ан а L. | 


ЗН еш; 
а MEERA ERTER ИЧЕ (surface [órces)-; 这 个 面 эг айный, 
亦 可 以 是 介质 内 部 面 , 面 力 是 只 有 与 介质 直接 接触 才 起 作用 的 力 ， 面 力 的 大 小 和 方向 都 与 
作用 面 的 方向 有 关 。 方向 一 定 的 面 元 上 的 面 六 其 类 小 又 与 面 元 的 面积 成 正比 。 ` Боя 
擦 力 (pressure and friction) 都 属于 面 力 。 | Со нл у | Ж 
БЕЙ 哥 西 应 力 法 则 和 应 力 矢量 Ж L. 
所 谓 应 力 (stress) 是 指 应 力 矢量 ， Н ORANE ER 
REA 方向 )。 
占据 空间 区 域 RR 的 连续 介 计 受到 面 力 所 SSA b= (8, ) 的 作用 ， 如 图 2: вя, 
НЕРАЛ р А] я —— ИУ, ARENS 25 ИШЕ ЯНУ 内 的 介质 要 
同 该 体积 之 外 的 介质 发 生 作 用 。 令 n= (п) 2910170 AS 上 的 PP 点 处 的 单位 外 法 线 ;AF= 
AHERE AS 上 的 合力 ,这 个 力 是 Y 外 介质 通过 AS 面 对 V 内 介质 的 作用 力 。 很 显 
然 , 力 元 Af 依赖 于 AS 的 选择 和 方向 元 п. 作用 在 AS 上 的 力 不 管 是 均匀 分 布 还 是 不 均匀 分 
布 , 它 ( 指 这 种 分 布 的 力 ) 一 般 都 能 等 价 于 在 AS 上 某 一 点 P 处 的 一 个 作用 合力 (resultant 
force)Af 和 一 个 力矩 (moment)AM 一 (ANM;) , А 2. 2。 
作用 在 AS 上 的 每 单位 面积 的 平均 作用 力 为 :AJ/AS. 
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上 


г 西 应 力 Æ M| (Cauchy stress principle) 是: 当 
AS ЛЕ Р 点 趋 于 零 时 ,Af/AS 趋 于 一 定 的 极限 ;df/ 
dS; 而 在 这 取 极 限 过 程 中 Af Р 点 的 力矩 AM 同 
时 趋 于 零 。 哥 西法 则 的 数学 表示 为 

limAf/AS=df/dS адм =0 (2.4) 

ee P 点 的 力矩 不 为 零 ， 
则 在 该 点 存在 一 个 力 偶 应 力 和 失 量 (couple-stress 
en 在 图 2.3 中 以 双 箭 头 表示 。 弹 性 理论 的 一 
个 分 支 以 及 在 磁 流 体 中 将 考虑 这 种 力 偶 应 力 ,然而 
在 本 书 中 将 不 予以 考虑 。 

式 (2.4) 所 定义 的 平均 应 力 的 极限 d f /dS Е 
应 力 矢量 (stress vector) ,以 她 表示 (将 应 力 矢量 加 上 
上 标 (m) 是 表明 它 与 六 有 关 ), 即 


9 = 09) = E = im 和 (2.5.1) 


或 写成 
t. = 12, = lim AS (2.5.2) 
从 应 力 矢量 的 由 来 看 出 , 它 显然 与 面 AS 的 方位 有 关 ， 
过 PP 点 的 面 元 方位 不 同 , 即 面 元 的 法 线 rn 不同, 其 应 
力 矢量 :就 不 同 。 

如 上 所 考虑 的 应 力 矢量 是 在 已 点 处 体积 六 之 外 
的 介质 通过 面 元 AS ХТУ 内 介 厌 的 作用 应 力 。 如 果 考 虑 图 2. 2 所 示 的 V 彤 介质 对 V 外 介 


质 的 作用 , 则 在 已 点 又 出 现 一 个 矢量 上 上 C” , 按 作用 与 反作用 的 牛顿 定律 (Newton's jaw) 应 
有 


f(D 一 


£ 或 s Е: т 


NIRE” 通常 称 作 面 力 矢量 (traction vector). 
2.3 应 力 张 量 


(2. 6) 


2.3.1 应力 张 量 的 引出 

哥 西 应 力 法 则 把 过 连续 介质 中 任 一 点 P 朝 某 个 方向 (nn) 的 面 上 的 应 力 矢量 G , 同 该 
面 的 单位 法 线 元 联系 起 来 , 面 的 方向 不 同 ,其 上 的 应 力 矢量 就 不 同 。 图 2. ХЕТ 
Й, ТЕР ЖАУ RE АНАЛА У п ЛЕ ТОУ 应 力 状态 (stat。 
Of stress), 可 是 这 样 的 应 力 矢量 与 其 相应 的 法 线 是 无 穷 多 的 ; ;然而 非常 幸运 ,实际 不 必 反 
描述 P 点 应 力 状 态 的 所 有 应 力 矢 量 与 相应 的 法 线 都 给 出 ,只 要 给 出 在 P 点 的 三 жия 
直面 上 的 各 自 应 力 矢 量 就 能 达到 目的 ,利用 一 定 的 关系 式 ( 见 2. 3. о: 
一 个 面 上 的 应 力 矢 量 同 上 述 的 三 个 应 力 矢 量 联系 起 来 。 | 

为 了 确定 一 点 的 应 力 状态 ,我 们 过 这 一 REEE ARMA MEET E Coordin, 


Si 


Ё 2. 4 


plane) , 如 图 2. 4 所 示 , 在 该 图 上 给 出 了 各 坐标 平面 
的 单位 法 线 与 其 上 的 应 力 矢量 为 了 方便 表述 ,我 们 
再 将 图 2. 4 的 三 个 分 幅 图 合 在 一 起 , 见 图 2.5。 
按照 (1. 69) 式 ,上 面 所 提 到 的 三 个 坐标 平面 上 
应 力 矢量 ,其 每 一 个 都 可 利用 笛 卡 尔 坐 标 分 量 来 
ARMA i 


(е) (()> | e), (еу) ^ 
г“ = $l €) + t,” e, + 1; €; 


0) = (е, + г“ 2 “е, (2.7) 
t 一 “уе + г РГ “е, | 2.5 
这 三 三 个 矢量 的 九 个 分 量 就 是 二 阶 第 卡尔 KEE 的 分 
Ж о, BD | 
19 =o; o 8) 


> 称 作 应 力 张 量 (stress tensor) , 它 等 价 一 个 应 力 并 矢 式 。 这 个 应 应 力 张 量 按 分 量 和 矩阵 的 明 
确 表示 如 下 


> Бе зит Тр! 
бу ду; Oiz И 
== 66) : = {03} = |On бв Оз | (2.9.1) 
б O32 033 | | 
或 表 成 
r : Го. On. Gi | 
[2] = P 022 ЖО ШӘ (2.9.2) 
0з „O3 Oz | x а 


图 2.6 展示 了 应 А NURTEM 
分 量 ， 在 这 些 分 量 中 垂直 于 坐标 平面 的 那 三 个 分 
Ж Con ozycs) 称 作 正 应 力 或 法 向 应 力 (normal 
stress); 而 在 坐标 平面 内 ( 亦 即 与 坐标 平面 相 切 ) | 
的 那些 分 量 (ayoayoayczaycayosz) 称 作 剪 应 力 或 
切 应 力 (shear stress), 作用 在 坐标 轴 的 正方 向 的 
应 力 分 量 , 亦 即 在 其 外 法 线 指 向 坐标 轴 正 方向 的 И 
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平面 上 的 应 力 分 量 为 正 的 ,分 量 oc; 是 作用 在 其 外 法 线 平行 第 i; 坐标 轴 的 平面 上 .并 指向 第 
j 坐标 轴 向 的 分 量 。 在 图 2.6 所 示 的 应 力 分 量 全 是 正 的 。 

2.3.2 应 力 张 量 与 应 力 拓 量 的 关系 

在 一 点 P 处 的 应 力 张 量 与 该 点 任意 方向 面 上 的 应 力 矢 量 恕 的 关系 可 以 这 样 确 
E: 这 就 是 以 P 点 为 顶点 作 一 个 小 四 面体 
(tetrahedron), 见 图 2.7, 然 后 考虑 在 这 个 四 面体 上 
力 的 平衡 或 动量 平衡 ， 从 而 得 出 应 力 矢量 与 应 力 张 
量 的 关系 。 

四 面体 的 底面 ABC 的 法 线 为 n, 其 他 三 个 面 是 
相互 垂直 的 坐标 平面 ,如 图 2.7 所 示 . 设 四 面体 底面 
ABC 的 面积 为 AS, 则 其 他 三 个 面 的 面积 为 AS 的 投 
影 , Вр 


CPB 的 面积 AS, 3: AS, т L Ar,Ar, к= ASn, 


2 
APC 的 面积 AS, 为 ， AS, = Атда, = ASn; 
ВРА WER 45, 9. AS; = ЛЛ = Дб 
Е ы ный У Е. 
这 些 投影 面积 的 归纳 表示 如 下 : 
| ү AS · “6i) 一 А$соз(п,е) =ASn (2.11) 
其 中 п = пе, = (т) I 


在 图 2.7 画 出 了 作用 在 四 面体 上 的 平均 的 单位 质量 的 体力 b" „ТЕЛЕ АВС 面 上 的 平均 
面 力 矢量 1"”、 作 用 在 CPB 面 上 的 平均 面 力 矢量 一 : "бр .作用 在 APC 面 上 的 平均 面 力 矢 
B-re 、 作 用 在 BPA 面 上 的 平均 面 力 矢 量 一 :*“ ,作用 在 四 面体 上 还 有 惯性 力 一 p.a. 
AV( 在 图 上 没有 标 出 ), 其 中 p.a., AV 为 四 面体 的 平均 密度 、 加 速度 和 体积 。 
根据 达 朗 伯 原 理 Cd'*Alembert， s principle), 作用 在 四 面体 上 的 惯性 力 、 体力 以 及 面 力 
之 和 应 为 零 , 即 达 到 动 平 稀 (dynamic farce equilibrium) , 于 是 有 
ДС р @ AS, — t" @ AS, — t "Фр AS, E: 


Es + р.Б" ДУ — p.a. AV = 0 | (2.12) 
而 体积 AV Е" | | I 
ду = Am АтуАл; Е L sah u (2.13) 


其 中 Аһ 为 点 到 底面 ABC 的 距离 。 将 (2. 10) 和 (2. 13) 式 代 人 (2. 12) 中 , 则 给 出 
{9 _ р) n = t Pn en ы + р." —a.)Ah = 0 

当 体 元 收缩 到 已 дн," OP т? ?, 则 上 式 变 成 在 P 点 的 面 力 关系 式 

| t) = n, ч + п, д + nt? (2.14) ` 

。 这 就 是 在 ~- 点 已 上 的 任 -一面 上 的 应 力 矢量 与 三 个 坐标 平面 上 的 应 力 矢量 的 关系 。 ВР 


{® — 0906: = (y - к / 
t = 1006, = К айд 
{Чә = б о | > 
于 是 (2.14) 式 可 以 写成 жее и 
{(® = nio; 或 tP = n. 25 @. 15) 
如 果 令 :: 名 一 z 名 ,mu 一 检 , 则 上 式 可 以 表 成 矩阵 形式 _ | и 
[2% ]= [52119] |  (2.16-1) 
或 写成 | ИНН ИЛ | 
| | on би з | Шш | A TE 
[2% ee o ]= [ni ,nz,ns] h > Н | Р (2.16. 2) 
31 032 zs- | | Е 


上 式 可 以 化 成 分 量 方程 
‚® = ni01 十 02 十 9303; 
t” = то 十 nz + Эбы s 62.16.3) 
из = 71013 + N2023 + N3033 | Е 


式 (2. 15) 一 (2. 16) 就 是 应 力 失 量 与 应 力 张 量 关 系 的 几 种 写法 。 


2. 4 应 力 张 量 的 对 称 性 及 其 变换 规律 _ 


2.4.1 应 力 张 量 的 对 称 性 | 
任 一 个 处 于 动态 太平 衡 (motional cquilibrium) 的 连续 介质 体 V， 见 图 2. 8, 受 面 力 tF 

单位 质量 的 体力 b 的 作用 。 根据 达 朗 伯 原 理 ， 作用 体积 V LRT 62 EMED AF 

外 ， ЗЕ (тотеп of momentum) 之 和 亦 应 A, 即 有 Е. 
uio а ИЧ 


дни лын у НК ТУ сало 


| grxt frx ану — gh Xmv + =0 U 016) 
其 中 ， 六 一 位 置 矢量 ;* 一 一 质点 速度 io 一 一 质量 窗 : c. L 
度 ;5 ЖУ HERE ЈЕ E n 所 产生 的 力 к 
矩 之 和 (注意 0 在 (2. 17) 式 中 不 出 现 , 因 CEH. 
在 任 一 点 处 都 正 负 抵消 ) ,由 n PERDERAN 
Ж (distributed moment), 

E EE N 
= 0. ШИШЕ Сг 19) 

则 利用 (2.15) 和 (2. w. 可 从 (2. 18) 式 推出 (详细 
推导 , 见 第 四 章 第 3 W): 


[av =0 或 |, EondV = 0 (2.20) 图 2.8 
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H V 是 任 取 的 ,因此 上 式 中 的 对 偶 矢 量 ( 见 (1.110) 式 ) 应 为 零 , 即 有 


>, = op X e; = (Є уау) = 0 (2. 21) 
由 上 式 可 推出 Су = 0з › ©з == 0; › бүз == буу › ЁЗ 
Oij = Oj 或 2 = >. (2. 22) 


从 而 说 明 , 在 没 分 布 力 第 存在 时 ,应 力 张 量 是 对 称 的 (symmetric 。 
2.4.2 应 力 张 量 的 变换 规律 
在 图 2.9 给 出 了 在 己 点 的 两 个 坐标 系统 
Рхух;хз 和 Pzrizszs 它们 均 为 直角 第 卡尔 坐标 系 ， 


其 之 间 的 关系 由 方向 余弦 表 给 出 。 
表 2.1 


这 些 方向 余弦 构成 一 个 变换 张 量 (并 矢 式 )A 
А = а„ее, (2. ме" дз 
按照 一 - 阶 笛 卡 尔 张 量 的 变换 规律 (1. 95) 式 ,一 个 应 力 矢 量 在 不 带 撤 坐 标 系 中 的 分 量 
йү TERMER 中 的 分 量 À з s 


69 =a 或 ҒӘ = A + ° | (2. 24) 
根据 二 阶 人 卡尔 张 量 的 变换 律 (1 102) 式 ,应 力 张 量 在 两 个 坐标 系 的 分 量 由 下 式 给 出 ， 
башлый. Ж “S À SGN: | (2. 25) 
f E КЕЖЕ ИЛ JJ SK BE: АЛАНИ ЖЕЛИ | 
ЁЛ = ыў (2. 26) 
HP MP. ,各 一 二 ,上 式 亦 可 写成 ü 
[б] = [a,,J[o 1а] (2. 27) 
式 (2. 26) 和 (2. 27) 的 矩阵 乘法 的 明确 表示 分 别 为 
A O бу; Oy п” | 
го = |01 0, Oz p” . (2. 28) 
о ж. Ө Gad V | 
бү: буу Ona а а, а] fon os 03] Гар as а 
on бы 93| = |an аз аз||о оз оз||\а. аг аз (2. 29) 
031 Gy, 033 31 43 ass. 31 бз2 033 13 Gs аз 


2.4.3 哥 西 应 力 二 次 型 (曲面 ) 
考虑 连续 介质 中 一 点 PP 处 的 应 力 张 量 ， ЖАнА ТАЕ ЕЯ 见 图 
2. 10) 的 分 量 为 0;。 以 6 构成 一 个 二 次 方程 | у 


бб) = + Ë = const жоок» 625 2:30) U s: 


ХЕЙ НОЕ PS UE — K УЖЕ ЕТИУ PR, B BH Т ДЕЗЕ 0, ЗН А TIT E: 


系列 以 P 为 同心 的 实 二 次 曲面 。 

设 > 为 曲面 上 任 一 点 的 位 置 矢量 , 它 的 坐标 分 量 
6 二 rni, ЖФ n Ar 向 的 单位 矢量 n 的 分 量 , 即 n = 
nie t 为 在 P 点 以 为 法 线 的 面 元 dS 上 的 应 力 矢 
量 , 它 的 法 向 分 量 ow 为 


ом = 1 пеп >. п = omn; (2. 31) 

已 知 
| = > | 
| r’ = 0,66, (2. 32) 

| n = те; = r/r = t /re, 
WRS смт? 等 于 (2. 30) 式 右边 的 常数 士 &, 则 得 到 与 ”图 2.10 
(2. 30) 同 等 的 式 子 

ом? = 0,66; = + k (2. 33) 


这 个 曲面 方程 称 作 哥 西 应 力 二 Ñ 次 型 (stress quadric of 
Cauchy) 。 由 上 和 式 可 得 出 ,在 从 二 次 曲面 上 某 一 点 已 的 位 置 
矢量 r 为 法 线 的 面 元 dS( 见 图 2. 10 和 图 2. 11) 上 的 应 力 矢 
量 1 失 的 法 向 分 量 on 5 r 成 反比 , 即 | | 

о =Й? (2.34) °— 
同时 从 (2. 33) 式 还 可 推出 ,在 己 点 面 元 dS 的 应 力 矢量 i 
平行 于 二 次 曲面 在 妨 吉 的 法 线 N,, 见 图 2.11, 亦 即 芭 2 垂 “ 
АМО 点 的 切 平面 ds. .图 2.11 是 式 (2. ле ya 


面 与 过 + 和 ?5 的 平面 所 截 的 截面。 | К с. 
| 2.5 主 应 力 和 应 力 不 变 


2.5.1 关于 主 应 力 

在 连续 介质 的 P 点 ,其 应 力 张 量 的 分 量 为 oy 据 式 (2. 15548” = opn, CEN 
量 1 中 同 它 所 在 平面 的 单位 法 线 n ВЖЖ, Ж 与 4 方向 不 同 。 如 果 过 书 een 
方向 的 面 上 的 应 力 矢 量 与 该 面 的 法 线 1 共 线 (collinear? ,如 图 2. 12 所 示 , 这 样 的 法 线 半 向 
称 主 应 力 方向 (principal stress directions) , 简称 主 方向 。 对 于 在 主 方向 有 


f” = п У = A n . 
к ы ыз п = оп (2. 35.1) 
(>, = 2) 
或 写成 
Ë) = njo; = опу = ощ (2. 35. 2) 


AP o 为 应 力 矢量 的 值 ,在 此 情况 下 L. stress value) 。 利 用 恒等式 
т==буп; X n=l • nn, 则 由 (2. 35) 式 推出 
(oj 一 aoj)m = 0 或 (z 一 cl) .7 一 0 (2. 36) 
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如 上 的 方程 实质 上 是 三 个 方程 ,而 未 知 量 是 4 个 , 即 3 
MHARI (п, nn) F 1 个 主 应 力 值 o。 

ЖШ Ж (2.36) É XT x ЖЭ АЕ F ЛЬ Cuntrival 
solutions) , 即 я,5®0, WJ (2. 36) 式 所 构成 的 方程 组 之 系 
数 行列 式 必 定 为 零 , 即 有 | 


|0; — cà; | = 0 
A 6 Oiz O13 = а 
或 写成 02 бә — G G23 =0 (2.37) ` nry 
Оз\ бз 0z; — G ы 


将 上 式 展开 则 推出 作为 o 的 三 次 多 项 式 (cubic 


polynomial) ала 
с? — l+ 1с — H z = 0 
其 中 (2. 38) 
I y = G, = tr> 
P = Aipa — @..0.;) 
2. т (2. 39) 


П; = |о„| = det> 
由 式 (2. 38) 可 以 求 和 三 个 解 cu cea ， 这 三 个 量 就 是 所 要 求 的 主 应 力 值 。 | 


由 于 应 力 张 量 是 实数 , 亦 即 各 分 量 为 实数 (real number), SMB. 
值 也 是 实数 ,证 明 如 下 : 据 (2. 35. 1) 式 ,有 кош 


Х.п = оп 
(2. 40) 
реа 3 P) n НОЗЕ Е SX (conjugate complex number), Й ‚ 则 有 
n. Z -n= п оп = оп? 
(2. 41) 


绸 将 (2. 40)55 RA RHE, Jt E| 3k T 383 2, 于 是 有 


| s as sens n . 
将 该 式 两 边 右 点 乘 以 nn, 则 推出 


5. (2. 42) 


у= (因应 力 张 量 为 实数 ) | (2. 43) 
| {> = 三 (因应 力 张 量 对 称 ) 
所 以 由 (2. 42) 和 (2. 43) 式 推出 
| | ЕР У. n = оп? | 
将 式 (2. 41) 和 (2. 44) 相 减 , 则 推出 — 
| (с 一 on = 0 
| WE 于 天 天 0( 实 际 上 于 天 1) ,所 以 и 
бъ: 


с о= 9 25. ож „ш, 0.46) 
THE T 28 IE. | 

2.5.2 ”关于 应 力 不 变 

式 (2. 39) 所 定义 的 I s、1s、 了 sz 分 别称 作 第 一 、 第 二 和 第 三 : 应 力 不 变量 (first,second 
and third stress a 它们 之 所 以 被 称 作 不 变量 ， 是 由 于 在 坐标 系 发 生 旋转 时 它们 
的 值 不 变 ， 尽管 坐标 系 不 同 其 应 力 分 量 也 不 同 。 证 明 如 下 : 

先 证 主 应 力 v 不 随 坐 标 系 改变 。 设 图 2. 12 所 示 的 坐标 系 ; miza 变 成 了 012323 坐标 
系 , 据 矢 量 和 张 量 的 变换 规律 (2. 24) 和 (2. 25) 式 ， 在 该 坐标 系 下 的 应 力 张 量 ЖЕ 
n 则 为 


5 = А.Х.А, О 
Saken (2. 47) 
据 (2. 35. 1) 式 ,在 新 坐标 系 中 应 力 张 量 与 主 应 力 o 的 关系 应 为 
> .1 = m (2. 48) 
将 (2. 47) 式 代入 上 式 中 则 有 | 
(А-Х .А.) · (А - п) = СА · п 
即 有 
A-2-I-n=A--n=crA-n 
将 上 两 边 点 乘 以 A 有 е он . 
А.-А - У -п= А. PAR.. Г 
即 有 a 
ЕХ оп сеп 
即 有 оо. 
i Н О С С 
将 上 式 与 (2. 40) 式 对 比 则 推出 s s 
` m= С ` Ес (2.50) 
即 主 应 力 不 随 坐 标 系 改变 而 改变 ,在 任 一 一 坐标 系 下 都 取 同 样 的 值 。 
由 上 式 和 (2. 48) 式 则 推出 求 " 的 方程 ЧИ | 
а — I+ Eso Wy = 0 (2.51) ` 
将 该 ZAS (2. 38) 式 相 比 , 则 推出 Кр? 
Iy= Is Iz= Iz, Ny= N; (2. 52) 


AET =; їз; с^ АБ 
一 一 一 -一 


—- т 


PEA 


式 (2. 38) 解 出 三 个 主 应 力 值 ， 并 且 它们 为 实数 . 对 于 每 个 主 应 力 ow 都 对 应 一 个 方向 
п =n 6 将 各 个 主 应 力 值 代 人 (2. 36) 式 中 便 求 得 各 个 主 方向 ,其 求解 的 方程 为 


(с, 一 ows; = Q | | 
或 (А = 1,2,3) (2. 53) 


(5 — оф) + n? = 0 
68 


将 上 式 展 写 开 则 为 如 下 方程 组 


(0) (k) (0) 
(oil — ow) 十 Onn; 十 Ong = 


| 
ан 


(А) 
спо е 《az， == ou ni + ©3713 


| 


0 (k = 1.2,3,) (2.54) 
oun + сот + (оз 一 omn = 0 

对 于 每 给 定 一 个 ow 便 可 求 一 组 对 应 的 nn 外 nw, 即 求 得 一 个 主 方向 x。 由 于 如 上 的 

线性 方程 组 系数 全 为 实数 ,所 以 na” 为 实数 。 因 此 可 求 出 三 个 实 际 存在 的 主 方向 мый 


^(3) 
n 


当然 ,如 果 要 确定 出 单位 矢量 mn 的 分 量 的 确切 值 ,还 须 加 如 下 条 件 
n , д = 1 
2. 6.1 о nd | 
在 三 个 主 应 力 不 等 的 情况 下 по n? nm 必定 相互 垂直 , 据 (2. 35.1) 式 , 则 有 


у 一 со" 


х ~ 02 
Zen? Cn 


将 上 式 第 一 式 两 边 右 点 乘 以 n, HR а п, ДИЖЕ 


по eZen? 一 Сой ¿n 


п . 之 。 n° = on ° n“ = ТРЕ) ° п 
将 如 上 两 式 相 减 , 则 给 出 О | 
| (ga, 一 omm? en? 一 0 Е (2.55) 
由 于 ow 天 oz; 所 以 推出 | 
nD RD 一 0 
即 n nO EX., AEE п? nO EX n? E RP EX, 即 三 个 主 方 尚 相互 垂直 ` 
R? 下 n? n? i п9 ‚д ~(3) ЕУ по (2. 56) 


М. не 
ARA AE FEMEII, DRRDRR ai „=п® =a, Ж 
WARR FEIKE ERI, >* 表 成 н r. 


x Z 


х2 орогу (2. 56) 
кз. ё, = е, гер =ó ~ | _ (2.57) 
LA i 为 一 个 主 方向 гне 0) 式 主 应 力 不 隧 举 标 系 改变 而 变化， 故 有 x 


у. Ë, = соё; (Ë 非 作 和 ) . (2. 58) 
将 (2. 57) 和 (2. 58) 式 联 立 则 推出 SE? 


Oik е; = Oik 


taqsa г (7 非 作 和 ) C C 2.59 
о = P к Е. 
пехализикевзжжанянних — 
ба) 0 и 
[05]= |0 оо 0 
О УЕ 


2. 6. 2 ФЕ саз =00)=6. Fow ВИА F | TEEN Е 
在 这 种 情况 下 , 则 意味 式 (2. 38) 有 重 根 o. ,从 而 有 койо, 即 只 ,能 求 出 两 个 主 广 
向 。 按 如 上 的 证 明 , KRA п =n? n”, i E aE 个 方向 es 也 是 主 方 
向 ,证 明 如 下 : 
n ARPS? е,,п®з =4 ЫЗА SSES ИЖ, DTE 
便 ; 售 2 


e, = ез X- ej з 


在 此 直角 坐标 系 中 ,应 力 张 量变 成 2 — x pj | 
x E = ojej o O © (2.61) 
将 上 式 两 边 点 乘 以 e, 则 有 a 


2* +e, = ojee; ° е = сре 三 ael 

于 是 推出 е. Ñ 
бр = 6с, ， СА 一 '0 сі 三 0 у (2. 62) 

将 (2. 61) 式 两 边 点 乘 以 6, 则 有 

Zt +e, 一 бее; Р е; = оде; = б‹зуёз 


于 是 推出 


03 一 0 ， | Од = 0 , OR = бз) | и k 63) 

将 (2. 61) 式 两 边 点 乘 以 &, 有 。， _ ЖОО 
0 

T вожд. вои х" ЖЕ, WA sq 
Е: а: ої: H 0. | „а оз = 9. б x P д | 3 . (2. 65) 
于 是 由 (2.60) 式 推 由 。 | Se зав 
24-а 6.66) 


从 而 证 明 G ENEN, 了 
` ВТ: б) 000) == G. ,所 以 ‚екен 和 办 张 量 的 特征 方程 (2 С Я 
в, s" ЗВАЊЕ TER: Cate Коттуө, 亦 即 有 下 式 成 立 : 二 
È 一 Is; E ya — Ш; == = (с — o, )2 (G — G) 
I s = 20. + aca 
由 于 I * 是 应 力 张 量 的 第 一 不 变量 , 它 当然 亦 是 新 坐标 系 中 应 力 张 量 ( 见 (2. 61) 式 ) 的 第 
一 不 变量 , 故 有 | 
I s= c, + 62 + sa == 20. | Go | с. г (2.67) 
于 是 推出 e €z 方向 的 主 应 力 on J] 
Onr = с, (2. 68) 
在 е, .ez .es 为 标 轴 方 向 的 直角 坐标 系 中 , КЕ У" 的 矩阵 表示 为 
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С, 0 
0 0 G. 

事实 上 ,可 以 证 明 在 垂直 于 ез 的 平面 上 的 任何 方向 都 是 主 应力 方 向 , 且 主 应 力 值 等 
于 co, 。 现 证 明 如 下 : 设 e, 为 垂直 于 es 平面 内 任 一 单位 矢量 ,因此 它 可 表 成 ea ЖП е, 的 线性 
组 合 , 即 可 写成 


Гол ]= (2.69) 


е, = bie, 十 Б,е, (2. 70) 
Жр b fü b, 为 组 合 系数 。 将 应 力 张 量 开 " 点 乘 以 e. ,有 | 
y" -e.= У" + (bie, + Б,е,) 
= hi +e, + 6,5" + ë, 
= boe, + 6,0,е, = o, (bie, + bes) == с.е. 
即 有 
y" ee, 一 ae。 (2.71) 
上 式 则 说 明 6, 是 主 方向 o. 为 主 应 力 值 。 因 e. 是 在 垂直 e: 的 平面 内 任 取 的 ,所 以 在 该 面 
内 任 一 方向 都 是 主 方向 且 主 值 不 变 为 c. 。 
2.6.3 {о‹лу=ош=оц›=о. 的 情况 下 
在 此 情况 下 ， 任 一 方向 都 是 主 方向 且 主 值 总 为 "。 , 即 应 力 张 量 > H 


Го. 0 0 
之 一 0.I [ б; ]== 0 с, 0 (2. 72) 
0 О о, 


证 明 如 下 ; 设 将 主 值 c. 代 进 (2. аон ЕА п, 1 一 2 。 现 在 垂直 于 с, 的 平面 

内 任 取 两 个 相互 垂直 的 单位 矢量 2 和 2 使 之 ,2 .ces 构成 右手 直角 坐标 系 ,应 力 张 量 荆 

在 此 坐标 系 为 三 * | 

7 >° = oe 

由 于 ë, 为 主 方向 , 故 有 

>° + e, = ође + оде, + oie = о.е 

从 而 推出 Б | 
о = oi = 0 , оу=о;=0 , ор = с. (2. 73) 

H T. ocao=ca=ca =o. 所 以 o. 是 特征 方程 (2. 38) 式 的 三 重 根 , 即 有 下 式 成 立 
本 с — Is + lo Iz= (0 — о.) 
с 从 而 推出 Б | 


I > = 30, ‚ у= 302 , Шу = o, 
ЧМ I z、1 zs、 上 sz 亦 是 > 的 不 变量 , 据 (2. 39) 式 , 则 推出 
| I z = 30, =: o, + 0h + GŠ 
I ; = 302 = 302 + (о)? 
к | Hs= o, = c, lono — (03)? ] 
由 如 上 三 式 则 解 出 | | | 


-q1 


Оз 一 0 一 0 , On = 03 = G, | (2.74) 


即 有 ， 
I ,60.6 , Eee =c. 
从 而 说 明 : ë, ё E; 7 IEEJ A. > НОЕ РЕ 司 УИКИ Е 
ко л T , с. :0 0 ЗО m 
Lo; 1= 0. х9) Ае (2.75) 
0 0 co, 


以 上 证 明了 在 垂直 于 e 的 平面 上 任 一 方向 都 是 主 方向 , 同样 可 以 证 明 , 在 垂直 于 e Re 
的 平面 上 的 任 一 方向 也 都 是 主 方向 ,从 而 证 明了 在 三 个 主 应 力 相 等 的 情况 下 应 力 张 量 总 
EO 72) 形 式 , 不 管 坐标 系 如 何 取 。 

通过 以 上 分 析 看 出 ,不 管 主 应 力 值 相等 与 否 ， 在 以 主 方向 为 坐标 轴 向 的 直角 坐标 系 
中 ,应 力 张 量 按 矩阵 表示 总 呈 对 角 线 形式 ,如 (2. 60) 式 所 示 。 Ai. 

.在 此 还 要 指出 ,在 介质 中 一 点 上 的 三 个 主 应 力 当中 ,实质 上 包含 了 在 该 点 处 所 有 方向 
上 的 法 向 应 力 分 量 中 的 最 大 值 和 最 小 值 ， 即 在 Canso oag9 之 中 有 一 个 是 该 点 所 有 法 向 分 
量 中 的 最 大 的 ;又 有 一 个 是 所 有 法 向 分 量 中 的 最 小 的 。 这 一 事实 则 表明 ,可 仿照 下 节 的 求 

极 值 (extreme value) 的 办 法 求 主 应 力 。 `: 
在 主 应 力 空间 (principal stress space). хаш 


主 方向 而 坐标 的 测量 单位 为 应 力 ,如 图 2.13 所 示 。 根 A er Л 


据 (2. 60) 式 和 (2. 35. 1) 式 ,在 该 坐标 系 中 任 一 个 应 力 ， „жс. К 
矢量 1 中 的 坐标 分 量 为 | 


4 ` : W т A - 
| (tP = в, ЕЕ ае 7 
БДА OM р харо Лега 
М), Т "г ы 
i Gm i C2. 76) Ан б: 
а Fag 


(n) — 
Їз == O3 


由 于 ”为 单位 矢量 
п? = n? + п? 一 п? = 1 (2. 77) i El 213.. ү 


将 (2.76) 代 入 上 式 则 给 出 
; (t (m у? уг (209)? 
(ос)? (о)? Саз)? š; 


зган, ВЧЕН ЗУ ЛИЗА ате К ч 


$2.7 最 大 和 最 小 剪 应力 - 


将 作用 在 面 dS 上 的 应 力 矢量 i 分解 成 垂直 于 该 六 面 的 分 量 (法 向 应 IHE oy aF 
该 面 的 分 量 ( 切 向 应 力 分 量 即 剪 应 力 )cs, 见 图 2. 14 ,根据 (2. 31) 式 和 (2. 35. 1) 式 则 有 


(2.78) 


o$ = tP. [ә — ox, == ЛА (л) — o, (2. 79) 
由 于 在 主轴 坐标 系 中 研究 问题 ( 见 图 2. 14) 且 假定 主 应 力 
бауу = 0; > бду = бү >> буу = G (2. 80) 


于 是 据 (2.60) 式 ,在 该 坐标 系 中 应 力 张 量 工 按 和 矩阵 表示 法 写成 
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С | 0 


[ojj=|10 O (2.81) К Ис 7 В 
бо Ж, ы гас | 
这 样 , 任 一 应 力 矢量 ЕДУ R О, ау А И 
М =n , 200 = дуп, 19 = сұп) И: Ñ | 
(2. 82) Ey | : 
法 向 应 力 ow 则 写成 "is 一 一 一 
ov 一 上 7 一 0 十 ci 十 or (2.83) | 057 | 
将 (2. 82) 和 (2. 83) 式 代 进 (2.79) 中 , 则 给 出 中 作为 方 ” 沁 -A 


ERIZ n 的 方程 


оф = aà nË + cà nË + сат — (G nË + сут + сал)" 2.14 
(2.84) u 
Я] ЗЗА АЯ Н 36 7 (method of Lagrangian multipliers), 可 从 上 式 求 得 os 的 最 大 信 
和 最 小 值 ， 其 做 法 是 构造 一 个 如 下 形式 的 ВЖ F: 
F = оў — ACn; — 1) (2. 85) 


式 中 4 称 作 拉 格 朗 日 乘 子 (Lagrangian multiplier), Ў F `4 54 л, 的 函数 ， БИ F б 
极 值 则 由 ƏF/22=0 #851, АЯ ЕЛЖ п; 的 偏 导 (partial derivative) 并 令 其 为 等 ， 即 有 


2 一 20% т — 46 n (G (nË + G, п5 + дуп) — 2n,À = 0 
oF 2 2 2 ИА 
м 204 п; 一 4G n,(G n + oin + сап?) — 2n,À = 0 (2. 86) 
əF L 
Секс 20ans 一 465 n, (G i n) + сут + сат) — 2n,À = 0 
将 上 式 整 理 并 与 (2. 77) 式 联 立 , 则 给 出 如 下 方程 组 
nlo — 20; (суп 十 бул + cxn) + А] = 0) 
Е nzLo4 一 20, (eini + oin + cxn) + А] = 0 
nlo — 201 (c n? + суп? + сап?) + А] = 0 (2. 87) 
п + n + nš = 1 | 
Jn Ети ЕЛ os 的 本 所 于 应 的 方向 人 忠和 六 хавз 
=+], п = 0, п = 0, A= o (2. 88.1) 
MATRE a FI z, ҮТҮ io 
n =0 7 一 十 1] ,ns 二 0 „A= o (288.2) 
MEARE n 平行 х, Ж, 即 为 主 方向 ax? 
n =0 ,n,=0 ,n =+1 ‚А == оң о 
即 单位 矢量 元 平行 z; 轴 , 即 为 主 方向 О. син 
将 如 上 各 式 分 别 代 进 (2. 84) 中 则 给 出 


EEH х, 轴 的 平面 上 :cs = 0 
EEH х, 轴 的 平面 上 :os = 0 


在 垂直 z; 轴 的 平面 上 :cs = 0 (2. 89. 3) 

式 (2. 89) 所 给 出 的 各 个 面 上 的 前 应力 值 ， 显然 是 最 小 剪 应 力 值 , 即 在 主 平面 (与 主 方向 垂 
直 的 平面 ) 上 剪 应 力 为 零 ,只 4 有 法 向 应 力 。 : 
方程 (2. 87) 给 出 的 第 二 组 解 为 | р, 

т = 0, m=Ł1/ V2, п=+1//2, A=— oor (2.90.1) 

n=0, ж®=1//2,_ n =+1/ 2, = 一 oo (2.90.2) 

п=0, dl oi Ne (2290. 3) 

将 如 上 各 式 分 别 代 进 式 (2. 84), Ман. | 


— 0 9) (2.91. 
它 在 过 zi 轴 而 又 平分 z 和 z; 轴 夹 角 的 平面 土 , 这 样 的 平面 有 两 个 。 

gs =+ 09а 一 01) Сао 
它 在 过 zs ВЕ а 和 z 轴 夹 角 的 平面 上 ,这 样 的 平面 有 两 个 O 

os = + 2° =) (2.91.3) 


它 在 过 zs 轴 而 又 平分 zı 和 和 轴 夹 角 的 平面 上 ， 这 样 的 平面 有 两 个 。 


显然 (2. 91. 2) 式 所 示 的 前 应 应 力 : :gs== + 269 о. оа) аву ўж, 设 为 бл,» 该 应 力 所 
作用 的 两 平面 之 一 为 2. ISOR S Si 平面 ， aa +O AS 


图 2. 15 


在 此 应 该 指出 ,在 最 大 剪 应 力作 用 平面 上 ;除了 作用 奉 该 平面 内 的 前 应 力 外 ,还 有 荆 
直 该 平面 的 法 向 应 力 cw。 RO. 83) 式 ,ov 一 六 (ol 十 on)， ИЧЕ о. 一 一 “5 否则 总 有 法 应 力 
存在 。 与 最 大 前 应 力作 用 平面 不 同 ， 在 最 大 法 应 应 力 的 作用 平面 上 只 有 法 向 应 力 , 而 寺前 应 
力 ( 即 前 应力 为 零 ), 当然 在 所 有 的 主 平面 上 也 只 有 法 向 应 力 而 无 前 应 力 , 即 主 平面 也 是 最 
小 前 应 力 (前 应 力 为 零 ) 的 作用 平面 。 
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иелиг: 
ыу 
ж ` 


2.8 АУЕ 


著名 的 莫 尔 应 力 圆 (Mohr's stress circles) 对 在 一 点 上 的 三 维 应 力 状 态 态 提 供 了 方便 的 
几何 表示 。 为 此 ,我 们 在 P 点 还 将 坐标 轴 选 在 主 应 力 方 | 
向 ,如 图 2.16 所 示 。 假 定 三 个 主 应 力 各 不 相同 并 按 如 下 
КЕНЕ, 

o > дуду . (2:92) 

在 此 坐标 系 中 应 JJ KE 恕 的 法 向 分 量 ov 和 切 向 分 
Е cs 满足 如 下 方程 

oy = сіп? + суп? + сұл? 

ом + aš = олт + от + ohni (2. 93) 

тп =1 92.16 
Ho E u e НОА n N 


2 (gs — Gi )(gx — сұ) + oš 
一 (Co р (2. 94. 1) 


,_ (ам ЛАО = 01) 4 0 ЕРТ 
_ (оу, — сұ) (сі — с) | (2. 94. 2) 


‚ — бом — 01) (gx — 01) + о} 


(ауы Ие са)” эы, ы i | (2. 94. 3) 
在 以 。 бм is m быны, 以 cs 作为 纵 轴 (ordinate) 的 应 应 力 平面 (stress plane) E, 可 根据 
(2. нил r is 到 2.17 所 示 。 


图 2.17 


在 (2. 94. 1) 式 中 ,因由 (2. 92) 式 推出 ol 一 o1 >0 和 vi 一 cf 之 0, 而 地 为 非 负 量 ,因此 
该 式 右边 的 分 子 部 分 满足 
(ду 一 ci)(Cov — са) + SO 


该 或 化成 ， 
! -apaa alaga] 


3 因此 ， 在 (cv,os) 平 面 上 表示 一 点 处 任 一 к дс 点 (on,0s)， WENE.. 
方程 描述 的 圆 上 或 者 圆 外 ,该 方程 为 


[2 – 269 + at = Pa (2. 96) 
这 个 圆 就 是 图 2. 17 中 的 加 Ci. | š 
同样 地 ,在 (2. 94. а n a>0, е олбо, тазике 
满足 Р 
(см РЕТТИ О. 97) 
由 此 推出 ， Жл ЕЖЕЛИ А о, oo ИЕГЕРИ ЕЛИ, 该 
方程 为 


есен Ë =a] Š 509, 98) 
这 个 圆 就 是 图 2. 17 中 的 圆 C,. | 
同样 地 ， 在 (2. 94. 3) 式 中 因 di ori; Orsi рун Б, 因此 有 


(on — 61 ) lon — сі) + o$ 2 0 a s s (2:99) 
因此 可 推出 ,表示 应 力 矢量 的 点 应 在 下 述 圆 上 或 圆 外 
еа] a= spa] (2. 100) 


这 个 圆 即 图 2.17 中 的 图 C:。 

” ”由 于 在 (on,os) 平 面 上 表示 点 P 的 任 一 应 力 矢量 tf 中 的 点 (on,os) 都 要 满足 方程 

(2.94) 式 ,所 以 表示 P 点 处 所 有 应 力 矢量 的 点 应 在 加 C, 之 上 或 之 内 .而 在 圆 Ci 和 C, 之 

上 或 之 外 , 即 在 图 .2.17 НЕК... ононро онй 19/2, и 
上 一 节 的 分 析 。 

鉴于 剪 应 力 的 正 负 瑟 并 个 重要 ， этиллик. 往往 只 ав 2.17 所 示 对 称 图 
形 的 上 一 半 。 

在 应 力 平面 上 莫 尔 的 应 力作 图 与 物理 空间 应 力 状态 的 关系 由 图 2. 18 =. ИЯ 
出 以 P 点 为 中 心 的 连续 介质 球 的 八 分 之 一 ， 即 第 一 象限 (first octant) 。 在 球面 ABC ЕЖ 
M Q 处 的 法 线 nn 均 可 充当 P 点 处 相应 面 元 dS 的 法 线 , 由 于 应 力 张 量 的 对 称 性 以 及 在 
q 2. 18 中 的 标 轴 均 采用 应 力主 轴 ， 所 以 在 球面 ABC. 上 的 那些 点 可 完全 表示 了 P 点 的 应 
力 状态 。 对 于 所 取 的 那个 点 Q， 它 的 位 置 由 图 示 的 弧 线 KD、 GE. FF 之 交点 来 定位 ， EKD 


#% п, 为 常数 、 沿 GE 线 nz 为 常数 、 ШЕН пу 为 常数 , 即 
在 KD L n= cosé = const 
在 GE 上 п, = созӣ = const | É | | з `6. 101) 
在 FH 上 п; = cos? = const 
而 在 边线 的 贺 弧 BC.CA 和 AB 上 各 为 
在 BC 上 n = cosr/2 = 0 
在 CA 上 m= cosz/2 = 0 (2.102) 


ЖАВ 上 п, = cosr/2 = 0 
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图 2.18 
根据 (2. 102) 的 第 一 式 和 (2. 94. 1) 式 ， 在 BC 上 任 一 点 所 对 应 的 应 力 矢 量 之 分 量 on Й 65 
将 由 图 2.17 ФС, 上 的 相应 点 给 出 , 即 BC 对 应 着 图 2.17 中 的 圆 C1; 同 理 ， 图 2.18 中 


CA 对 应 着 图 2.17 中 的 图 Cz, 4B 对 应 应 着 图 2. 17 中 的 圆 C:。 

对 于 图 2.18 中 以 蘑 一 点 恺 来 定位 的 P 点 处 的 应 力 矢量 ° ,其 分 量 ox 和 os WAE 
过 作 图 办 法 来 确定 , 见 图 2. 19, 其 作 图 的 依据 和 做 法 如 下 述 。 

由 于 已 点 的 应 力 状态 是 一 定 的 , 即 给 定 了 cy .cy \ox 值 ,因此 由 Q 点 定位 的 面 元 9 
上 的 应 力 矢量 !@2 ,完全 由 Q 点 上 的 单位 法 线 # 来 决定 ,车 在 (ow,0s) 平 面 上 ,一 旦 二 人? 
nzsns) 指 定 ,其 1 的 分 量 ow 和 os 就 由 (2. 93) 式 完全 确定 了 。 据 (2. 94) 式 ,mr; 一 consf 
aw,0s) 平 面 上 的 圆 弧 线 ,这 些 圆 弧 线 分 别 以 图 2. 19 rh BJ Bl C,.C,. C, 的 圆心 为 圆心 , 例 
如 nz 二 const, 则 由 (2. 94) 式 的 第 二 式 推出 如 下 方程 : 


СЕ =l L sn s] + n(o: = 一 0G1) 
该 方程 代表 以 C， mimo: JACHA, Br bL B ЕГЕР НИШ; ЕШ. É 
一 const 所 作 的 贺 弧 线 ge、hf .kd 的 交点 使 是 矢量 EPHE Conon) ШАН K, АЖ” 
作 两 条 弧 线 即 可 。 


关于 圆 弧 线 与 各 圆 的 交点 。 以 ge 为 例 ， 在 该 线 上 ns 一 cosB 二 const, 据 (2. 94. 2) 式 ,有 有 
(ом — ox)(on— оу) + (2. 103? 


| пі = cof = н o) 
MA C1( 即 nn 一 cosp 一 0,$ 二 x/2) 满 足 (2.96) 式 。 在 ge 与 C, 的 交点 g 处 则 同 时 满 必 
(2. 103) 和 (2. 96) 式 ,从 而 推出 

(ом — Oo1)(0n—01) — (on— Gr )(gx — оду) (2.104? 


2 
(с, — су) (су — i) 


而 据 (2. 96) 式 ,C, 圆 的 半径 R, MOBE N 为 


g7 


м, = E es ; К = 21—71 (2.105) 
利用 (2. 105) 式 可 将 (2. 104) 式 化 成 
а $028 = = о Ri О, ON == 0м — Ааа F ‚ Rey 106) 


сй = 一 Ricos28 EE 点 的 横 坐 标 。 бу 与 Ni z, 即 D8 与 ам ГТУ 28, 如 图 2. 19 所 
示 。 同 理 可 证 ,ge 与 圆 C, 的 交点 。 同 O, ИЖ Ое, 5 ox пивото зела 28. иту 
Ус. lf C, 贺 的 交点 情况 、 м9 с ия с, ERARA RETIE, EAR 


a ': N 


7 1 -> >a Ë š 


анн REN ЛЕ; ЗАЙ pika э е, stress), 这 
种 情况 发 生 在 物 休 元 受 工 答 的 自由 面 上 RENAME. ARNE, WARR 
щл? 2. % 所 描述 的 情况 之 一 。 Е 


а.-с Жаы 


图 2 % 


如 果 主 应 力 不 按 次 序 排列 ,并 将 零 主 应 力 的 方向 取 成 zs 轴 向 ,这 样 的 应 力 状态 叫 作 
平行 (z1,z) 平 面 的 平面 应 力 。 在 此 情况 下 ,对 于 任 选 的 正 交 хул, 坐标 系 ,其 张 量 的 矩阵 


形式 为 
ou Oz 0 
[Lo = Ё Oz 0 


0 0 0 


(2. 107) 
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这 种 平面 应 力 的 应 力 二 次 型 曲面 是 底面 在 (zi,zz) 平 面 内 的 圆柱 面 , 其 方程 为 
Oti 十 201212: 十 0023 = + k (2. 108 ) 
在 一 些 材料 力学 (Mechanics of Materials or Strength of Materials) 书 中 , 对 于 平面 应 
力 常 用 一 个 莫 尔 圆 表示 , 见 图 2. 21。 可 是 要 表示 一 点 的 整个 应 力 状 态 需要 三 个 莫 尔 圆 ,所 
以 用 一 个 莫 尔 圆 的 表征 是 不 完善 的 ,尤其 当 所 用 的 莫 尔 圆 为 图 2. 20 中 所 示 的 内 圆 中 的 一 
个 , 则 将 给 不 出 在 该 点 的 最 大 剪 应力。 然而 ,使 用 单一 的 莫 尔 圆 却 能 表示 Р 点 过 零 主 应 力 
轴 的 那些 平面 上 的 应 力 点 ,在 这 样 的 平面 上 ,者 零 主 应 力 方向 选 作 zs 轴 向 ， 则 应 力 张 量 如 
式 (2. 107) 所 示 , 即 应 力 张 量 > 为 


> = g; еге, = = спее, + су,ее, + сле,еу + с,,,е, (2.109) 
Жу Е n 以 及 应 力 矢量 1* 写 成 | 
n = тё; = me + п,е, (2.110) 
{® = У. п = оте; = (опт + onz)e + (Gun + dzn)e (2.111) 
由 于 
ak + aŠ = t@ +17 = (cnm + on)? + слу + oan) 
су = t? , n = (суп + 20nn + соті (2. 112) 
n = n ° n = п} + në = 1 
MERWE m M n, WEA 


Gi + O22 | Сү — 022 ° | | . - A 
Ре + си] + 0 = ЕЕ + cat: 202.113) 
该 圆 作 图 如 图 2. 21 所 示 , 其 圆 的 圆心 C 点 坐标 oxc 和 半 经 R 分 别 为 


anc == (gu 十 ‚К =N Llon — 6; )/2J + с, (2.114) 


在 图 2.21 的 圆 上 4 点 的 应 力 状态 对 应 着 该 图 上 的 长 方 体 的 右 侧 面 上 的 应 力 矢 量 ,B 点 
对 应 着 长 方 体 的 顶 面 上 的 应 力 拓 量 。 1 E.D 两 点 是 最 大 前 应 力 点 ,其 值 
等 于 К; АР БФ Ел о о, 


Ё 2. 21 
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_ (2.115) 


(2.116) 


ү 10, чав РОТИ 


反应 力 张 量 呈 分 成 部 分 是非 党 有 用 的 ， 如 在 研究 流体 和 大 变形 的 国体 以 及 动 和 
问题 时 。 > 分 成 


У = 0,6; = Ум + Èp . mA 117) 


РА Ум 为 球形 应 力 张 量 或 称 流 体 静 力学 应 力 张 量 (spherical or hydrostatic stress їепѕог) 
On 0 0 
Ум =l = |0 о, 0 (2. 118) 
0 0 oc, 
式 中 on 为 平均 法 应 力 ( 正 应 力 ) 
| > 1l 
， -  @_ = — 


39и = — P ` 7 = | (2.119) 


户 称 作 流 体 静 水 压力 ,或 称 流 体 静 压力 (hydrostatic pressure), _ 
式 (2.117) 中 >> 为 偏 应 力 ЖЖ (deviator stréss tensor) 或 称 应 УО Е КЕ (stress 


deviator tensor) 


| ' оа 
теа 7 Gy. -Oyy бы] . а 
кк гу Ко sog ИТ е 
| 
Dı S32 4933 | | | с 
式 中 
| p U S; = s — буоь/3 = су + рд; | (2. 121.1) 
或 写成 ла ы, 
= Se= olp ` (2. 121.2) 
偏 应 力 张 量 z 的 主 方向 与 应 力 张 量 z 的 主 方向 相同 ,因此 偏 应 应 力 张 量 的 主 值 So 为 
Sa = бу — Om ме. 00.122) 


与 应 力 张 量 的 特征 方程 (characteristic equation) 式 (2. 38) 相 当 , 偏 应 总 力 张 量 的 特征 广 
程 为 三 次 多 项 式 


Stars pasta. r Si 6 (2.123) 
ЖІ. Ip Ас y 力 张 量 的 第 一 、 第 二 和 第 三 不 变量 ，。 | 
I p= So + 50) + ©з) = Sr + Š, + Sz = tr>p = 0 (2.124) 


тт > [St + Sio F S4) ) == 21545, 
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килог” 


Su Š 
Siz Sz 


Se Sal _ 


S33 5з | 
523 S33 


Sa Sak 


4и = аз)? + (0 一 03) + (Gs 一 оп) + 600, + oi + ob) ] 


т = [ (оа, 一 со) + (соу 一 оз)? + (оз 一 соу)? ] (2.125) 
Sn Se 513 
H p = 1949 (2 (3) = detZp | S; | == 512 522 523 | | (2. 126) 
уз Szo S3 
本 章 主要 参考 文献 [1] 。 
习题 


2.1 在 题 2. 1 图 所 示 的 P 点 ;应 力 矢量 4 中 作用 在 面 元 i4S 上 ,t5%… 作 用 在 面 元 六 .4S. 上 。 证 明 to 
Ев. 向 的 分 量 等 于 12 在 元 向 的 分 量 。 
2.2 在 点 P 的 应 力 张 量 给 出 如 下 


| 7 0 —2 
ч зы. >=. 0 5 of 
L ce кү __ 2 0 4 ; 


请 确定 在 P 点 其 单位 法 线 为 一生 如 一 辽 22.1, 的 面 元 上 的 应 TIRE. 
2.3 在 一 点 的 应 БАРР лжан 


с ас bo 


У = {0;) = |ac o со 


i f f bo сс о | | | 

а жг sO \ Ë n= 二 二 一 一 2 

其 中 是 常数 是 某 个 应 hË. 请 确定 使 在 / 面体 面 ( [单位 法 线 а у= 7 t= 
的 平面 ) 上 的 应 力 矢量 为 零 时 ,常数 co.c 的 值 。 


题 2.1 题 2.4 
2. 4 кек Ох\х»х» 中 介质 中 应 力 状 态 直 下 或 给 出 ， 
KESE Sz2 0 
2 = | 5>š 0 2r 
0 : 21; 0 


试 确定 作用 在 与 圆柱 面相 切 平面 Р 点 处 的 应 力 矢量 。 Р 点 的 坐标 为 (2,1,~/ 3 ), 见 题 2.4 Ш.Ш ( 


程 为 ,zx? 十 x 二 4。 


2.5 已 知 在 其 单位 法 线 为 n==nie; 平面 上 应 


Y 力 法 向 分 量 为 .zy 二 ounmj, 由 此 出 发 导出 应 力 张 量 之 分 
量 的 变换 规律 。 | | 
2.6 已 知 应 力 张 量 在 题 2. 6 所 示 的 不 带 撤 坐 标 系 中 为  ” л, 
r 0 0 
X=oee= |o + 0 | x а 
0 0 т 


确定 该 应 力 张 量 在 带 撤 坐 标 系 中 的 形式 。 | 
2.7 BAEP 点 的 应 力 张 量 在 Oxizxzxs 坐标 系 为 


5 = oijex; = 


3 1 
1 0 
SALZ 


确定 它 的 主 值 ( 主 应 力 值 ) 和 主 方向 ( 主 应 力 方向 )。 


Б] 


Шаб. 2 Eze 
2.8 在 与 三 个 主 应 力 方向 成 等 角 的 八 面体 平面 (octahedral plane) 上 ,如 图 所 示 . 证 明 : 在 该 平面 上 
其 前 应 力 为 е о уо i 
ss = + (о, — o): + (о, — оь)? + (оа — o °° i 


2.9 ”在 Ozizzzs 坐标 系 下 一 点 的 应 力 状态 由 下 式 给 出 


_ = Ü 0 =e 
| х= {0} = |0 —6 =й 2. Ке 
а 0 .一 12 1 | 
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Кола КЗ = 2 е, + — 的 平面 上 的 应 应 力 矢量 的 分 量 ,并 用 莫 尔 圆 图 来 检验 分 
ті) Ж. 
2.10 ВН 2. 10 图 所 示 的 三 种 平面 应 力 的 莫 尔 图 ,并 确 
定 其 最 大 剪 应 力 。 
2.11 在 己 点 应 力 张 量 的 主 应 力 间 满足 2, а, 十 ou 确 


EERE o=o, os 一 + 的 平面 的 单位 法 线 亏 - 


2.12 asan s 点 处 的 应 Ж рз ео 
її эй үү" 


一 7 0: 35) 
确定 该 点 在 平行 BGE 面 上 的 应 力 矢量 、 在 平行 BGFC 面 上 的 应 力 矢量 。 
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第 三 章 ”连续 介质 运 azh о жы 


3.1 物质 坐标 和 空间 坐标 — Oo 


连续 介质 力学 的 任务 是 研究 物质 (介质 ) 在 力 的 作用 下 的 变形 、 运 动 和 流动 的 .所 谓 变 
形 (deformation) 是 指 物质 (物体 ) 由 于 其 各 部 分 运动 不 一 致 而 产生 的 形状 的 变化 ;而 运动 
和 流动 (motion and flow) 都 是 表述 介质 的 了 暧 时 或 连续 变化 的 术语 ,笼统 讲 二 者 没有 区 别 ， 
但 流动 一 词 在 塑性 (plasticity) 研 究 中 往往 指 运动 产生 了 永久 变形 (perinarient 
deformation) ;而 在 研究 流体 流动 fluid flow) 时 流动 的 说 法 是 指 介 质 连续 运动 。 总 而 言 之 ， 
连续 介质 力学 是 研究 物质 运动 的 。 | 

3.1.1 ВАК “- | | A E 

连续 介质 力学 与 一 般 的 理论 力学 或 刚体 动力 学 (Theoretical Mechanics or Dynamics 
of Rigid Body) 不 同 , 它 研究 的 不 仅仅 是 物质 (物体 ) 的 整体 运动 ;而 其 重点 是 研究 物质 连 
续 体 的 各 个 局 部 即 各 个 质点 的 运动 。 然而 组 成 一 个 连续 体 的 质点 有 千 千 万 Л, 那 末 如 何 区 
分 各 个 质点 以 及 不 同时 刻 它们 所 处 的 空间 位 置 呢 ? 这 就 需要 取 两 种 坐标 。 f 

O 物质 坐标 

为 了 区 分 各 个 质点 ， 必须 给 它们 起 个 “名 字 ”， 即 命名 ， 这 就 需要 选 一 个 坐标 系 ， 以 它们 
在 运动 开始 时 或 某 个 时 刻 所 处 空间 位 置 的 坐标 来 记 它 们 。 这 种 标记 各 个 质点 的 坐标 就 叫 
做 物 质 坐标 (material coordinates), 或 称 拉 格 朗 Н 坐标 (Lagrangian coordinates). 

当然 物质 坐标 不 一 定 就 是 介质 质点 初始 时 刻 所 在 空间 位 置 的 坐标 , 亦 可 取 成 质量 坐 
标 或 者 其 他 相当 形式 ,这 要 视 方 便 而 定 。 但 在 本 书 中 则 将 物质 坐标 指定 为 质点 运动 开始 时 


为 了 方便 使 用 , 故 称 之 “坐标 ”, 对 于 如 下 的 x 亦 同 理 。 
© 空间 坐标 
运动 的 介质 各 质点 ,在 不 同时 刻 各 处 于 不 同 的 空间 位 置 . 为 了 标定 这 些 空间 位 置 则 需 
要 选取 一 个 空间 坐标 系 , 质 点 在 不 同时 刻 所 处 位 置 的 坐标 :x= (>, ‚хр, 22) 就 称 作 空间 坐 
标 (spatial coordinates), 或 称 欧 拉 坐 标 (Eulerian coordinates), 
© 物质 坐标 X; 与 空间 坐标 Ti 的 关系 
对 于 一 个 质点 ,在 空间 坐标 系 中 ,不 同时 刻 上 它 处 于 不 同 的 空间 位 置 , 即 取 不 同 的 坐 
标 x, 亦 中 x 是 i 的 函数 。 这 个 函数 即 质点 轨迹 (path of particle) , Ж 
x = x(t) (3.1.1) 
或 写成 分 量 形式 
=; = zx,(t) C3. l. 2) 
КЕТП, Дт дд [8], АОК Ја]. in 838 n ЕРЕ АЧ A ВЕЛ sa I {ЕЕЕ Ж. 则 按 分 量 形 式 
表示 为 
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r; = z(X,,X,,X,,t) = (X,t) (3; 21) 
或 写成 
本 CT (3.2. 2) 
在 (3.2) 中 如 不 变 , 它 则 代表 以 为 标记 的 那个 质点 的 轨迹 ;如 果 令 i 不 变 它 则 描述 了 
各 个 质点 在 该 时 刻 所 处 的 空间 位 置 。 
如 果 雅 可 比 行列 式 不 为 零 , 即 


J = |ах,/ӘХ | = 0. | (3. 3) 
，” 则 (3. DRFEXER | с = | 
R(T TT = X (Xl) (3.4.1) 
或 写成 | 
X = Х(21,2,,23,1) = X (x,t) (3. 4. 2) 


上 式 表 明 , 在 每 个 时 刻 连续 介质 所 占据 的 空间 的 每 个 点 上 都 有 一 个 质点 存在 。 

3.1.2 两 种 描述 方法 

描述 连续 介质 运动 有 两 种 坐标 ， ТААЛА 的 物理 量 亦 有 两 种 方法 。 

(D 拉 格 朗 日 方法 | 

该 方法 是 以 质 间作 为 观察 对 象 ( 即 随 着 介质 中 国定 的 质点 来 考察 同 题 ), 研究 在 给 定 
的 质点 上 各 物理 量 随 时 间 的 变化 ; 以 及 这 些 物理 量 从 一 个 质点 到 男 一 个 质 点 的 变化 。 即 把 即 把 


HERY ERX 和 .的 函数 ая e 
Y = F(X t) = FG TE | (3. 5) 
这 各 描述 方法 亦 称 作 拉 格 训 H 描述 (Lagrangian description), 


° е е е @ 9 


@ 欧 拉 方 法 | | | 

该 方法 是 在 介质 所 占据 的 固定 的 空间 点 上 来 研究 问题 ,研究 在 所 给 定 的 空间 点 上 各 
物理 量 随时 间 的 变化 ; 以 及 这 些 物理 量 从 一 个 空间 点 到 另 一 个 空间 点 的 变化 。 即 把 物理 量 
УЖА х ЯЙ 的 函数 


V = f G, t) = РА ,22,13›,1) (3. 6) 
这 种 描述 方法 亦 称 作 欧 拉 描述 (Eulerian description), 


3.2 ”空间 守 数 ,物质 导数 、 随 波导 数 


上 一 节 给 出 了 物理 量 的 函数 关系 (functional relations) ,本 节 研 究 物 理 量 随时 间 的 变 
化 率 (time rate of change). (在 直角 坐标 系 中 考虑 ) 。 

3. 2.1 空间 导数 | И 
т 空间 导数 (spatial derivative) XLN 欧 拉 导 数 (Eulerian ‹ denva: 它 是 在 给 和 定 的 空间 点 
上 函数 对 时 间 的 变化 率 : WN ЗР БЗ 208 


у= f(x,t) = F(X,t) , X = X(x,t) (3.7) 
IF) _ fx, t) _ ЕХ ,г) i 
е, = d * К д х 

__ oF (X ,t) | дЕ А ӘХ 
а Х|, а |, 


X, я (3.8) 


а E Р 


20,0 мый 


йб — derivative) , 它 是 跟随 A 时 向 的 变化 
率 。 对 于 (3. 7) 式 的 函数 四, 表 为 РЕТ Г, 
ӘР | _ƏF(X,) | _ Ә/(хы) D| 
t |x a |x dt 
_ Əf(x,t) If (x,t) 
a | x 
_ of Gx,tD д/ (xp | Iz; 
ш dt z дх; ‚ Ф 


s s 
zj: T ЕН n p фо Е 


X 
Е: 
‚ Ф 


X 


(3.9) 


y 为 质点 速度 (velocity of particle), ,简称 速度 ， | | з mo Ciric? Aya е 
| a/u P< ZE X 被 微 商 的 函数 已 加 上 * 下 附 标 "时 
和 2 | :, 关 者 为 物质 导数 :后 Бане К 


时 标的 物质 导数 нв 数 采 用 符号 4/4, 然而 这 样 又 易 БЕЙ 
导数 混淆 ,所 以 本 书 有 时 改 用 符号 D/D:, ЛЕРА, БАУ. а 
符号 的 /at, 只 表示 空间 导数 。 于 是 (3. 9 ЕЙ. л 
DY_ DF _ ресХ,г) _ ƏF(X,D) | И] „РФ к 
D PD De С д гта |; Не 
有 
-bi afi i + 0.0). x кар 


= 16:0) Әр) 999 


+ А 
或 写成 


十 
ш Е ме ns rs оне (8.11. 2) 
D. ә ар 0 E ыр: т а дг ы 
其 中 | V = 二 2 
按照 新 的 符号 , 式 (3. 10) 则 表 成 
а 或 (3.13) 
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如 果 引 进 进 质 ABLE (displacement) ‚1Ч Ж u 定义 作 


и = x — X 或 u, = х; — X; (3.14) 
其 中 y = <x; (X X X DEX), Р 63.13) ҝиЕ R 
Ох; _ Du _ Dx _ Du 
“= D De 或 Y UD D 63. 15) 
如 有 果 и; 作为 Ti 和 t 的 项 数 ， 即 u= u(x ,t) , 则 上 和 式 写 成 
~ Du; ди; дщ; 
或 写成 
у(х,) = 7 (xt) = = = a + (У i Vu (3. 16. 2) 


作为 x 和 : 函数 的 速度 
о; = о(х,!) 一 WCGCZiyZzyZ3ot) 
或 V V(r Stant) 
称 作 瞬时 速度 场 (instantaneous velocity field), 
速度 的 物质 导数 为 加 速度 (acceleration )a， 它 作 为 拉 格 朗 日 函数 形式 为 


a = а(Ху) = y= у = РИХЫ). 02 А (3.17.1) 
或 写成 分 量 形式 oo 
| а= 240,20) = i = Т = UGD әки) aL | (3.17. 2) 
作为 欧 拉 函 数 形式 为 | 
ОА од P= T a 7 r ГЕ р x — x 
= >n ` + OED + VWE 3.18.1) 
或 写成 分 量 形式 o e | О 
тА и Рея е Ге І 
_ д — ИС до; 210.0 (3. 18. 2) 


3.2. 3 паем 

随 波 导数 (wave derivative or derivative salong a with wave), >й УЛЕЙ E 8089 
理 量 随时 间 的 变化 率 。 л 

波 的 传播 如 果 在 拉 格 朗 B Йй Lagrangian а üg 中 描述 ， 即 在 物质 坐标 系 下 描述 ， 
波 的 传播 轨迹 表 成 P. 


Х=Ф0) BR} XB) (的 
物 质 波 速 (material iW бї wave) x | 
= _ ФС) Е АХ ФОТА 


AEZ [Н] rH Е ХЕ ЕЩ ЕҤ ЖШ v EER a 


下 一 FOX l, ХФ) 3 (3.21) 
MII Р 的 随 波 导 数 (d 亚 /dz), 表 成 И | 
аў. a9F(X,t) Fam D 
(de 一 x i С сат |, 
_ pa! +С, 2.0: Л 


如 果 波 的 传播 在 欧 拉 空间 (Eulerian space) 中 描述 , 即 在 空间 坐标 系 下 描述 ， EaR 
轨迹 表 成 


ep 或 x= QG) (3. 23) 
空间 波 速 (Spatial velocity of wave) 为 
dx, фб) _ dr. ` аро) жо 
с= Са?” = 4; 或 Ci = Са; Ju = dz С9: 24) 
在 此 空间 的 波 阵 面 上 的 物理 量 у 表 成 党 
у= бы), еф). 7 €3:25) 
则 多 的 随 波 导数 表 成 | | Т: Од; 
aG D | of) GD | 
= 2 uo) +e FED) 
pra “К +e soi ao әб 
3.3 迹 线 和 流 线 
3.3.1 Ж 


MWR (path line)， 它 是 一 个 质 алыры. 质点 不 同 ， 它 的 轨迹 
曲线 亦 不 同 。 КУ 

在 拉 格 并 日 方法 中 ， 通过 描述 各 个 不 同 
质点 的 运动 路 径 来 描述 整个 介质 的 运动 。 数 
学 上 质点 的 运动 规律 ,由 (3. DRAH, 

p == х == Х(Х,і) == EX Xa Xat 

| (3.227) 

上 式 中 r 85826, X 不 同 则 质 РЕ 
写成 分 量 形式 


22 = (X,t) = х,(Хү,Х,,Х,н) B 《3. 28) 
zs = LyX t) = z,(X,, X,, X, ,t) 
消去 上 式 中 时 间 上 后 则 给 出 两 个 曲面 方程 . 
Ji Gi zy za P, X) = 0 Ж /»(а,л;,ху,ЖХ) = 0 (3.29) 
这 两 个 曲面 的 交 线 便 是 质点 X 的 迹 线 。 | 
如 果 质 点 运动 是 按 欧 拉 描述 ， аа 
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| к = pr = OLX, ‚Хз,2) 


У = v(xX,t) = у(х) ,2 ,Z3 t) (3. 30) 
根据 质点 轨迹 与 质点 速度 的 关系 式 (3. 10) 或 (3. 13), 则 有 


Dx _ дх(Х)| _ 
Py = > = v(x,t) (3. 31) 


现 求 质点 天 的 轨迹 x. EERE x 为 函数 ,: 为 自 变量 ,X 为 参数 。 在 作为 x 与 1 的 关系 式 
中 于 又 不 显 式 地 出 现 , 故 仍 按 习惯 将 Dx /D: 写成 dx/d:, 上 式 按 分 量 形式 为 


一 пл з = -vis Tant) 
4 == Q, (x ,t) = Vz (X1 PS st) (3. 32) 
d 


х | ЕИБ 
Ету = “Z, (X ,1) = оз(2} Las Tzst) 


上 式 可 以 改写 成 


dx, N dx, 三 dx; ME dt (3 33) 


v (zı ‚ж, X391) ©збху,®;,Х;,Ё) Vz (Zi, TX2 X391) 

将 (3. 32) (3. 33) 式 积分 ， 则 求 得 质 点 轨迹 ,如 (3. 29) 式 。 

如 上 是 通过 分 析 来 求 质点 轨迹 。 然 而 ， 在 给 出 速度 场 (3. 30) 式 后 亦 可 通过 作 图 来 求 质 
点 轨迹 ,作法 如 图 3. 1 所 示 。 设 :=4 时 介质 质点 位 于 P, 点 .速度 为 ;经 过 Ar 时 间 质 点 
沿 方向 移动 到 Р, 点 ,在 Pi 点 上 的 速度 为 ys; 再 过 A 时 间 质 点 党 vy, 方向 移动 到 Ps, 点 ; 
以 此 类 推 , 便 得 一 条 折线 已 P:P:…… 这 条 线 便 是 该 质点 的 近似 轨迹 。 es At 一 0, 折线 
PiP;Ps…… 则 趋 于 质点 的 真正 轨迹 。 

从 如 上 的 分 析 和 作 图 可 以 清楚 地 看 出 ， 轨迹 的 概念 是 和 拉 格 妆 пливи, 

3.3.2 MÈ 

所 谓 流 线 (stream line), 它 是 在 任 一 固定 时 刻 流 场 中 这 样 的 一 条 曲线 ， TTA 
点 的 切线 方向 都 是 处 于 该 空间 点 上 的 那个 质点 速度 的 方向 。 显然 ,时 间 不 同 , 流 线 亦 不 同 。 

流 线 的 概念 是 与 欧 拉 观 点 相 联 系 。 如 果 在 欧 拉 空间 中 给 出 速度 场 (3. 30) 式 , 则 可 写 出 
流 线 方程 T | 


yX THA = 0 (3.34) 
其 中 dr 为 流 线 弧 元 素 (arc element oÍ stream line) 
7 `^ dr = dx = dx, | (3. 35) 
由 式 (3. 34) 和 (3. 35) 可 以 推出 如 下 形式 方程 
7 ав dz, ах; 
I UU а ироа Вестници aN: ‚ (3.36) 


VCL} Lrs List) VTiyTo Tt) © Uy(m Ts TL) 
ELAH: 为 参量 。 上 式 实际 是 两 个 微分 方程 (differential equation) ,可 将 z, ,z;,z, 之 中 
任何 一 个 作为 自 变量 (independent variable) , 解 出 如 下 两 个 曲面 方程 : 
' gilti Is Zi É) = 0 和 _ @,(лү,л;,л;,{)=0 ` (3. 37) 
这 两 个 曲面 的 交 线 便 是 上 时 刻 的 一 条 流 线 。 
流 线 亦 可 按 迹 线 那样 ,采用 几何 作 图 的 方法 给 出 。 考 虚 某 一 .国定 时 刻 :在 流 场 申 取 一 
点 Po fE P, КЖЕ КА» Е 线 上 取 一 个 与 P 点 邻近 的 点 P;, 作 -点 主 速度 条 


BE Z vz; 在 Уз 线 上 取 一 个 与 P, 点 邻近 的 点 Ps; 如 此 继续 下 去 便 得 到 一 条 折线 PiP;sPs*…， 
这 条 线 就 是 一 条 近似 的 流 线 , 见 图 .3..2。 ПОЕМЕ 
一 条 真正 的 流 线 。 
在 给 出 每 一 时 刻 的 流 线 后 ， 其 各 个 空 空间 点 上 速度 的 方向 由 流 线 的 切线 给 出 ， 速度 的 大 
小 可 由 流 线 的 朴 密 度 给 出 ; Жаакка! 流 线 称 的 地 方 速度 小 ， 这 从 不 可 流 
体 的 定常 流动 可 以 清楚 看 出 。: ` К. 
3.3.3 流 线 和 迹 线 的 区 别 =] 
迹 线 和 流 线 是 两 个 具有 不 同 内 容 和 意义 的 曲线 。 аав. 质点 在 不 同时 刻 所 “ 走 
过 ”的 路 线 , 它 与 拉 格 朗 日 观点 相 联 系 ; 而 流 线 则 是 同一 时 刻 不 同 质点 组 成 的 曲线 , 它 是 与 
欧 拉 观点 相 联 系 的 。 因 此 这 两 种 曲线 内 容 是 不 同 的 。 在 不 定常 流动 (unsteady flow) 时 , 流 
线 与 迹 线 一 般 是 不 重合 的 ,这 从 几何 作 图 可 以 清楚 地 看 出 。 
设 在 欧 拉 空间 给 出 速度 场 
y = y(x,t) = У(Р ,t) | 
其 中 x 是 P 点 的 坐标 或 位 置 矢量 。 根据 质点 和 | 
轨迹 的 关系 x= L E ТЕ 
тышы А 
су (ОЖ) Р) =v (Ж) =" | Я 
现 考 虑 在 :=:4 时 刻 , 流 到 :Pi ЖЕГЕН Q a 
WARE =t BEZE Po 点 的 统 线 ,网 图 3.2… +: 
з Р»: 点 ш Хз PAET 
Ea Хоа. = (ЖАУ 
яца. Род ER ж ктар А, "ҮТ 
yp Ону =y "(Po 
Е U SU yQ y =» "(yy = w 
在 图 3:2 中 的 各 个 量 芬 别 为 
vi = y(P,,t) Vz = yvy(P,,t) ,Vs = v(P,,to), 
К = у" (Posto + At) 


vi = v" (Posto + 24t) , (4t 是 个 小 量 ) 
v? 一 (Po,to + 3⁄2) 
РР; = % ° м, Рур: = x? №, Pp =ч; . 
折线 PoP,P:P:… 是 :一 如 时 刻 的 一 篆 流 线 ; ишы PoP,Pi Р; … 为 质点 Po 的 轨迹 。 显然 ， 
流 线 与 迹 线 不 同 ,不 重合 。 
但 是 ， 如 果 运动 是 定常 的 Csteady)， 流 线 和 述 线 是 重合 的 ， 这 从 迹 线 的 微分 方程 
(3. 33) 和 流 线 的 微分 方程 (3. 36) 可 以 清楚 地 看 出 , 因 这 时 在 欧 拉 空间 的 速度 场 y=v(z， 
Zs;T3) 不 显 含 1, 于 是 (3.33) 式 与 (3. 36) 式 成 为 形式 完全 相同 的 微分 方程 。 
3.3.4 例题 : 求 流 线 和 迹 线 
设 在 欧 拉 空 间 给 出 了 质点 流动 的 二 Реа 
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о 一 十 上 , 0 —r<= +£ ` , % = 0 
求 :==0 时 过 Po( 一 1, 一 1) 点 的 流 线 和 迹 线 。 
据 (3. 36) 式 , 流 线 的 微分 方程 表 成 
dz, чы _ dx _ 

| ху + t — x, + t 
ELAP: 为 参数 。 积 分 后 给 出 

(Zi + t)(— x, + t) = С = const 
已 知 (一 0 时 zi 一 zz 一 一 1，, 将 这 个 结果 果 代 人 上 式 推 得 C= 一 1, 于 是 得 到 在 = 0 时 ,过 
Po 点 的 流 线 方程 为 


| : жү; = 1 Гу | (3. 38) 
据 (3. 33) 式 , 迹 线 的 微分 方程 表 成 
та = Ti + £ 
= = — T? + Í 


这 两 个 非 齐 次 Ж 系数 微分 方程 (non-homogeneous differential equation with constant 

coefficients) 的 解 为 

xı 一 (LI 一 上 一 ] 

25 = Cie + г - 一 Е 

将 :一 0 BÍ z=z,=—1 的 条 件 代 进 上 式 扒 得 C C= C= =0, 于 是 得 到 过 Р» 点 的 迹 线 方程 为 

21 + Z2 = 一 И жа 39) 

由 (3. :39) 式 和 (8. 38) 式 看 出 ,尽管 流 线 和 迹 线 都 过 Po 点 ;可 是 这 两 条 线 并 不 重 

条 为 双 曲 线 (hyperbolic curve), 3 — 条 为 直线 (straighit line) 
RRA RHEEN 的 , 设 流 场 为 


КИТИ 


v = x, - 1, v = — x, s wv =0 ` ш. (3. 40) 
据 (3. 3958, pp | | 
а _ dz; _ 
О de ted o 2 
由 上 式 消 去 上 后 得 到 | 
o n dx _ _ dz 
олу о ооо 
将 上 式 积 分 ,并 考虑 到 t= 0 时 过 Pi 点 的 条 件 , 便 得 到 i 
А ху= 1 : .| н анаар) 
据 (3. 36) 式 , 流 线 方程 写成 | 
| es а 
zl — z | | au 
将 上 式 积分 并 考虑 到 :=0 0 时 刻 过 Р, 点 的 条 件 ， 则 得 到 ссу 
i ху = ..: ' к 1 ; _ 


G. 41) 和 (3. ү. алани: шиири А: 


”的 流 场 定常 ,所 以 在 推导 并 征 解 (3.41) 和 (3:42) 式 时 ,其 实 与 上 无 关 , 因 此 (3.41) 和 
(3. 42) 式 在 任何 时 刻 都 成 立 , 从 而 表明 :在 定常 情况 下 * 流 线 和 迹 线 没有 区 别 。 


和 


3.4 速度 ЙЕ 


ЕЕ 


从 理论 力学 可 知 ,任何 一 个 刚体 gid Боду) 的 运动 都 可 分 解 成 平 动 和 转动 
(translation and rotation) 之 和 。 对 于 刚体 某 一 点 P( 见 图 C3;3) 的 速度 可 表 成 
уу о ХР ; r= хе; (3.43) 
其 中 wm 是 刚体 B О 点 的 速度 ,i 是 从 O 点 到 卫 的 矢 经 ; ES АШ 
w 刚体 绕 O 点 旋转 的 瞬时 角速度 (instantaneous angular 
velocity ) 或 称 旋 度 矢量 (vorticity vector) ,对 (3. SARDE 
度 , 则 给 出 


W == we; 一 27 Х у = L roty 
| (3.44) 
一 于 8 
于 是 式 (3.43) 的 第 一 式 可 以 写成 = 
у == vo + 二 roty X r (3.45) 图 3.3 


2 

上 式 便 就 刚体 的 速度 分 解 定理 (velocity decomposing theorem for rigid body), 
: 现 考 虑 非 刚体 的 连续 介质 ( 弹 塑 性 体 以 及 可 压 流 . 
жар. Р, 是 连续 介 中 的 一 点 ， 坐标 为 (ziyzzyzs)， 该 质 
点 的 速度 为 vos P H Po 附近 一 点 ， 8 3.4, P. 点 的 坐 
у Са ах,л алел: ала), 该 质 点 的 速度 y. 
v= v(x, + dr, =, + dr, , z, 十 dz;) ú 


=vr-+d) (3. 46.1) 
dr= ах;е, 
= р ғ (3. 46. 2) 
将 v 在 Po。 点 展 成 泰勒 级 数 (Taylor series) fa — 图 3.4 
项 , 则 有 k. 
加 中 KA W 
Y= Vo -+ dz dT + 227922 + 了 dz: 
= vo + Y ° dr ат pana о (8,46.3) 
上 式 的 分 量 形式 为 (在 直角 坐标 系 中 ) | 
u= (vo): + айз) = (vtYdr — 6846.4) 
ди; 
其 中 . Y; = Эт (3.47.1) 
在 上 式 中 е али gradient tensor)Y 的 分 量 。 将 Y 作 和 分 解 
‚Ү = Yee; = Z + B = Ziee + Вее; (3.47. 2) 
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其 中 B= Вее, 是 变形 速度 张 量 (rate of deformation tensor) ; 亦 称 应 变 率 张 量 或 速度 应 变 


张 量 (rate of strain tensor or velocity strain tensor), 它 定义 作 


= 1 2; Е 
或 者 写成 
Bn Bl, Bi 
B= Вее, = |Ba Bx В, |. 
Вз Bzz Bzz 
Ori | 2 ax， 十 二 2 Сол, т Әх, 
_ l æ ‚ д, ә l æ ‚ M 
Z Сол, р Jr? Or 2 dT + Jr,’ с 49) 
l 9 | д, 1до; ‚ д; доз 
2 Сах, Р 225 2 Сат, т Jr,’ дхз 
从 E B eb aa ‚В 是 对 称 的 ， 即 
T. BSB SK B=B; 19 (3.50) 
式 (3.47..2) 中 的 也 一 Zieiei 人 tensor or spin tensor), € 
Ыл, A * | | 
Zij тз. 2 ( T; дт? (3. 51) 
或 者 写成 
21 Ze 213 
Z= рее, a Za 25 Z, 
Za Zx 2з 
0 E&L 1094 2А 
2) dX 2 AN gxi 
— |l 2? _ Фл 1 (92% _ до; 
1,23 Әл, 1,д аһ, 
[za a 2 ar ) Š 
从 Z 的 定义 清楚 地 看 出 ,Z 是 反对 称 的 , 即 S | 
7, =— Z; 或 2% =— Z; (3.53) 
据 (3. 47) 式 ,(3. 46) 式 可 以 写成 
У Вг Z + dr 4350 
而 据 (3. 44) 式 和 (3. 52) 式 ， 则 有 _ | ИИИ 5 
LA ` “ло. 
оу = А 2 r, дт? 一 一 2,3 = 23 (3. 55. 1) 


©: 
É 
fr- 


— A кй дады ай i sa ЁЛ 


н, ЛКЫ ОЛ кол a e a 0 
w == (с == у = м z 2а { (3. 55. 3) 
从 而 得 出 C | 
охіг= 2+ аг (3.56) 
于 是 (3. 54) 式 可 以 表 成 uqa i 
у= һо X dr + В dr ` 


= у, + 20у X dr+B:dr * So (3. 57) 
X Sk J: Z ta ТЕ 2£ yë ДЕ A Ж ХЕ ЖШ ( Helmholtz velocity decomposing theorem), WEAS 


(3. 43) 或 (3. 45) 式 比较 看 出 , 非 刚 体 的 连续 介质 的 速度 分 解 比 刚体 的 多 了 一 项 ,这 一 项 是 
由 于 变形 所 引起 的 。 即 对 于 连续 介质 的 质点 运动 的 速度 可 以 分 解 成 : 平 动 ,旋转 和 变形 三 
部 分 的 速度 之 和 。 在 此 还 应 指出 ,与 刚体 不 同 , 非 刚 体 中 的 一 点 (P) 相 对 另 一 点 (P。) 的 束 
度 分 解 式 (3. ST) E HA ЯРА РЯ wasa чо), TA E EN 45) 没 有 


这 种 限制 。 
3. 5 “变形 速度 张 量 的 物理 解释 与 它 在 曲线 坐标 系 中 的 表达 式 
ы ERREEN E T 236 rS Wa bm В. arini, 
应 如 此 ) 。 然 而 B 亦 即 各 分 量 By 的 确切 物理 意义 是 什么 ? 本 节 将 予以 具体 解释 。，… 


在 图 3. 4 中 给 出 了 同一 时 刻 两 个 非常 车 近 的 质点 P. 和 PP, 两 个 质点 的 间距 矢量 dr 
a 46. 2) 式 ) 


А =r—m Е е" 763758) 
对 上 式 两 边 同 取 随 体 导数 , 则 有 ат . 
其 中 у= (r) › w= y(ro+t) 
MEREN: Di 与 可 以 交换 , 即 有 | 


由 此 可 见 , 物 质 线 元 dr Pn i Бо ¿sus sassa ду. 
38.5.1 在 直角 坐标 系 中 的 解释 
据 (3. 46. 3) 式 和 (3. 59), А5 


P (dr) = Tda, + ad + dz 57 (38,61) 
T3 


现 以 上 式 为 依据 来 阐明 В, м ТЕ: 时刻 在 图 3.5 所 示 的 直角 坐标 系 
Ох\х»х»з 中 的 Po 点 , 取 三 个 由 质点 所 组 成 的 线 元 ағ, „ағ ағ; 


dr, = (2,0,0) = dx,e, (3. 62.1) 
一 (0,dzx,,0) = dr€, (3. 62. 2) 
dr, = (0,0,dx,) => dze; (3: 62. 3) 
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将 (3. 62. 1) 式 代 进 (3. 61) 式 中 , 则 给 出 


D ду до А до А до А 
ру dn) = 了 = Эт 16 gg Jr 9216 ЕР Эт 9216 (3.63) 
将 上 两 边 同时 点 乘 以 dr , 则 给 出 
D до 
dr, ° Dz dr) = Эт (91) 
而 | 
1 L Edar, e dr) = dr, ° 2dr) = = Е P (ату): = dz, P (4л) 
кайт 48) 式 则 给 出 
a Op pl Ds зы “= sas 
Dyrs клы, руа) o О (3.64.1) 
同 理 可 以 推出 | | 
| _ д: _ 1 D 
ро ИИИ 
By; = б. dr, p; d7) | (3. 64. 3) 


由 此 可 见 ， Bu、Bu、Bs 分 别 是 沿 2122.023 #H [n] ZZ. Bú PETE 的 相对 拉 伸 速度 或 相对 


ЕЖ ДЕ (тате of relative extension or rate of relative сотргезвіоп), 


将 (3. 36. Уз ӨЗ. 61) 中 给 出 


P (ањ) = 站 dri = idae, 
E 22,9216 + 到 ,dzzes 
将 上 式 两 边 点 乘 以 dr, 将 (3. 63) 式 两 边 点 乘 以 dr*, 则 

给 出 


dr, Е ра = ada dz, 


dr, ° D = darda 


Dz 

将 如 上 两 式 相 加 给 出 ， 
до до уа лр оле ‚у D.. ee D у. 
От, + Эт dada, == dr, ° D; (dro) + dr, • p: dr) ` 


22 D car, ..dr,) = E en, 


К == cos), Ë (dzidzz) дә da as ang k: | | (3.66) 
由 于 在 变形 开始 时 ， тру БЕ dm 与 Чг; EH, 见 式 (3. 62) 和 图 3. 5, BP dr, 与 dr 的 
“M83880: —=/2 Rl 5 ЕР: 
cosy = 0 , чай, =] 


于 是 由 (3. ORAA BAOGANENE:=1 时 刻 


д а. ШОШ 
В = 2 C, + Әх? = `2 Гу Е z бг (3.67. 1) 
同 理 可 证 | 
В, = 2 = + нў = 5D T 2 0,3 (3. 67.2) 
_ leo | дз,__ 1 Dó, _ _ 1; 
Ву; = 2 с дг д 2 P: 2 бз (3.67.3) 


其 中 0,,#l 9091; 分别 为 线 元 dr, 和 dr,.dr, 和 dr; 之 间 的 动态 ( 即 瞬时 ) 夹 角 。 H. 67) 的 诸 式 
看 出 Bw 一 Ba、Bzs 二 By、Bis 二 Bw 的 物理 意义 分 别 为 Tı 轴 与 2, 98, 22 k. 与 T3 не Tı н Б 
хз 轴 问 线 元 之 间 夹 角 减 小 速度 ( 剪 切 速度 ) 的 一 半 。 

变形 速度 张 量 的 各 分 量 除 了 以 上 的 物理 意义 外 , 它 的 主 对 角 线 分 量 之 和 等 于 速度 的 
散 度 , 这 由 (3. 48) 或 (3. 49) 式 可 以 看 出 ” | 


Bu + Bx + By = 2 + эе! + SE: = diw a (3.68) 
3.5.2 在 曲线 坐标 系 中 r. Е 
根据 B 各 分 量 Bu 的 物理 意义 ,可 以 给 出 它 
们 在 曲线 坐标 系 中 的 表达 形式 。 


现在 站 上 所 考虑 的 P 取 一 个 正 交 曲 线 坐 | 
ËR Р,а,9,4,› 如 图 3.6 MRAP eene KAO O 
曲线 坐标 的 单位 矢量 。 在 该 坐标 系 中 

: v = у(9,,0,,9,) = ve; a 
设 P ЭЗЕ Р, 的 另 一 一 质点 ， 当然 亦 有 与 Е 
(3. 59) 式 的 同样 关系 式 Б 


D ауу 


CAM 


d 
gT а. 


3 


а + Q, 
(3. 69) 
其 中 dr( 见 (1. 205), (1. 206). (1. 204) 式 ) 为 
dr = dh,e, 十 dhze; + дье, = H 199,6; + Н 2dq,e2 + H: наф: | 


dh, = H 19, o .dh = H 2dq, ? „dh; Ж Н 209; 


IT AT ox; 


Н; = ар 21) 十 Сар y +” 
式 (3. 69) 亦 可 改写 成 | | 
2 (ar) = Sdh 十 T qh + эЧ (3. 70) 
在 : 时 刻 ,在 图 3. 6 中 的 P, 点 取 三 个 由 质点 组 成 的 线 元 
dr, = (dhi,0,0) = dh,e, = Над, е, (3.71.1) 
dr, = (0,4,0) == dh,e, = H,dq,e; (3.71.2) 
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dr; = (0,0,dh;) = dhe, = Hsdgqse; (3. 71. 3) 
于 是 据 (3. 69) 或 (3.70) 式 , 则 有 


р.ә ОИЕ | 

p dr) 一 一 h ahi — [з д4, (е; + V2€2 十 v€) Jaz, (3. 72) 
根据 (1. 228), (1. 229), (1. 230) 式 ， 

D d4 Фо, Uy gH, Оз дн; 

р; d) = С а, + H.H, а. “= Н.Н; æ, ~ dhe; 


+ (二 一 一 一 一)dhies (3:73) 


将 上 式 两 边 点 乘 以 式 (3.71. 1) 所 示 的 ал, 后 推出 
dh, Ë dh, y= dr; > Ë (dr) 


р ”1- дл | _ O _ Ән, 05 ӘН, . 


ыы Wd | 2 
H, a, T H.H, а, + Н.Н, аон 


根据 Bi 的 物理 意义 , 亦 即 B, 的 定义 ,可 由 上 式 推出 " 
1 до, 0) дн; _—_ U _ ан, : 


_— 1 D — 1 дд | 
T.T RA Ema Tk 
нати Bo 和 ык. | o 
Пе а. дог з ан, n дн, | | 
В,,. =: уз H; д], АТ Н.Н, @, Н.Н; әр ` (3.74. 2) 
ке L = Е доз 11 ан; U2 Ән, 
Вз; == dh, 2 (dh) = H, д4, H,H, д4, H,H, д4, (3. 74. 3) 
将 (3.71. DÄREG, ORR AJRI dr; 则 推出 
— (14 æ% 1 ӘН, 
dre Ñ> В —Ə G а, | Н,Н, X, )dhidh, 
将 (3.73) 式 两 边 点 乘 以 dr， Т Коош. 
dr; D (ал) = ( Н.а Н.Н, а idh; 
将 如 上 两 式 相 加 并 考虑 到 在 上 一 上 时 Тап, ДНЕ, нз 
- Dr dhdh р; m (dn . дг) 
Жж om _ v ӘН, 
H, 24, Н, Ф, HIH, 99, 
v _ ӘН 
ka H,H, д9 )ал,ал, 
其 中 0.3 dr, 与 dr; 的 夹 角 。 根 据 Bi: 的 物理 意义 , 亦 即 Bi 的 定义 , 则 由 上 式 推出 
М 100, 1,1 а, 
В; = 2 D: 2 H, a, 


ые 人 (3.75.1) 


同 理 可 推出 | 
ü _ 1D0; _1 l дз, 1 д 
Вз = 9 D ~ 2'H, ә H, а, | 
ww ƏH, _ ӘН; | 
Н.Н; д4, Н.Н, д, ) (3.75.2) 


== к. НН, i (3. 75.3) 


在 上 式 中 Өз. Өз! dr, 和 dri .dr: 和 dp (ТУЛ 


3.6 体 元 . 面 元 . 线 元 的 物质 导数 


APANERE EA ERRARE ERNE, 面 元 和 线 元 的 物质 导数 。 
如 下 所 做 的 微分 均 在 直角 玲 标 系 中 进行 ; 

3.6.1 体 元 的 物质 导数 

Ф 求 体 元 dy 的 表达 式 “， | | 

ФЕ i= HAREDER, 介质 中 有 一 -质点 处 于 了? В, А, Р, дек ОХ, 
Хх, Хз), ИР, 或 ”来 标记 这 个 质点 。 在 该 妆 时 刻 有 一 个 由 物质 微 元 dy dX”, 
dX 构成 的 平行 六 面体 体 元 dVo, Ж 图 3:7 所 示 ， ЖФА. В.С 的 位 置 矢 量 分 别 为 
у: X 、 y е 


k 
‚җә 
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dX = XV — X” 一 4X%¿, + ах?е, + dX ve, 
ах = X°”? — X” = dX Pe, + dX;”e, + dX es (3.76) 
dx° 一 x° — yx dX е, + аХ е, 4 ах ‘е, 
dV = ах‘ x dX° + dX” 
: E E mpd X PAXP dX (3.77) 
B) =: MA, Po, Ao, Bo,Co 处 的 质点 分 别 运动 到 Р, А,В,С 点 ,这 些 点 的 位 置 矢量 分 
m] х0 х х? ,物质 线 元 的 变化 是 ，. 
ахо > dy) , ахо ако , dX? > dx? 
根据 质点 运动 的 轨迹 关系 


х= aX XoXo) 或 од F х(Х\,Х,,Хзм) (3.78) 
— dx? = xV 090 (ХО, хо хо ,Lt) 一 х(х®, o NX 0) 
== r )p dX e; = жут (3.79.1) 
dx? = x? — х'®= (XP, XL XL ну — х(Х@,Х,Х@ н) 
= ( a )p dX Pe; = a (3. 79. 2) 
dx) = x — rV = xX, XP, Хэ) — Хо XI) X „) 
= чё )ь, хуа = уке (3. 79. 3) 


注意 ,在 如 上 诸 式 中 函数 的 展开 均 在 点 P 处 ， 取信 导数 到 EA Р, 处 取 值 , 亦 即 


在 t=t 时 刻 ,物质 体 元 的 体积 dy | 
ДУ = dx? x ах. dx 


= 9z; дх; дх, yyy) 
= € JX ЭХ, ӘХ, ӘХ, лу dX, dX. ах, (3. 80) 


i 


再 据 恒等式 (identity) 


`x 


є ЕА EA дт 人 у -0х., 0х | 
у ӘХ. ЭЎ, ах, ӘХ, ӘХ,. 


пото Li дх; “Әх ax ВЫ | э. 
тт G. e , = ӘХ, ӘХ, ӘХ; А Empl | (3. 81. 1) 
其 中 | 
ы: Өлү ху 
1. ӘХ, ӘХ; ИГ 
Әх; ах, IT dTi д, дх, Ë | көе 
ӘХ; əX,| Є% ӘХ, ӘХ, ЭХ, Bl 
“ax,” Әх; 


利用 (3. 81. о він 77) 3%, 163. 80) 式 可 写成 
: dV = ОМО Pü JdV, 


@ жау 的 物质 导数 
对 上 式 求 物质 导数 , 则 有 过 
x D. 
_ | D av) = È p; TaVo) War, 
又 知 (3. 81. 2) 式 可 以 表 成 另 一 种 形式 
КА IT, дх; дхз 
J = 6а ӘХ; ӘХ, ӘХ; 
从 而 有 
| DJ _ Dec длу IL дхз 
Dr р ~ ӘХ, ӘХ, ӘХ, 
ИЕ дт, дг, дхз OZ1 Әх; дх› 
= Ei 3X; ӘХ, ӘХ, +Є SX, ӘХ; ӘХ, ӘХ, 
ЕЗ OZ2 Әх 
-+ Ciy, ӘХ, ӘХ, ӘХ, 
其 中 


"t — —— 


2X, x Ku дх; әх, 
HERREG. 85) 式 中 则 给 出 | 


1 ре e + a a 
Вр А 
J= .diw = JJ • у 
将 上 式 代 进 (3. 83) 式 便 给 出 


上 式 就 是 体 元 的 物 质 导数 (material derivative of differential element of volume), 


3.6.2 面 元 的 物质 导数 
(D 求 面 元 4$ 的 表达 式 


(3. 82) 


(3. 83) 


(3.84) 


(3. 85) 


(3. 86) 


(3.87.1) 


(3. 87. 2) 


(3. 88) 


在 :一 4 时 刻 介质 运动 .变形 开始 ,这 时 在 介质 中 有 一 质点 Pu, 以 及 由 该 点 为 出 发 点 
的 物质 矢量 dX 和 dX2 所 构成 的 面 元 ds , 见 图 3.8。 设 这 个 有 向 面 元 的 单位 法 线 为 


n” ,于 是 该 有 向 面 元 表示 成 
95% = dS 709 一 45е, 
= ахо x dy? 
100 


=€, dX; AXP e, (3.89) 
F e=: 时 刻 , 原 处 于 P, 点 的 质点 
运动 到 PP 点 .物质 面 元 dS@ 变 成 了 45, 
其 原 物质 矢量 是 这 样 变化 ; 
ахо -> dr? , dX? -> dx”? 


人 参照 (3.79) 式 , 则 有 
Әх, ^ 
(DD) wD 


dx? = XP 
于 是 面 元 ds 可 表 成 ( 设 六 为 该 面 的 单位 
法 线 ): 
ds= 45п = 454, 
= dx > dr? Є, pdz drfe; 


== Є зу Cesi оя (3. 90) 
дх, Ər, ӘХ 
而 ш €; = Є›лд„ I др = az, ӘХ, pm 
ӘХ Әх, 
即 有 € дт; Cp ах. 


于 是 (3. 90) 式 可 以 写成 


| ак, dT; д: РИ | 
dS = ee e pa = Saxa ma | 9р 
利用 恒等式 (3. 81), 上 式 中 的 一 вачы. 具体 地 
| zy IL; EA EA дт, дхь 
Є, ду, әх, ЭХ. IXa aX. E e= Em ӘХ; ЭХ, aX, ӘХ, 
| Е фут в, €, = J € gmn 
于 是 (3. 91) 式 写成 + ж. кыщ 
kas 3 Zae md X PAXP, 
u = J ds ; | (3:021 
r n a | | | 
Š dS РЯ Е сз. 92.2) 
© Ж ds 的 物质 导数 
对 上 式 求 物 质 导 数 , 则 有 
D 9X, | 
p Ч5о= + Be 
а — 7 Ра ауе са 
ют 


- ia 


HDR Ез), BA 


а И 


Е Жш | 
ди, ӘХ, ‚ IEn D (аХ,, 


IX n `дх„ 2X,, Dt gx， 
ERRAR 2Xm/9zi( 实 质 上 是 以 指标 т МЕРА), 则 给 出 


EG, ) == 


до, ӘХ, +8 р ax | = | 


aa =. 
дх; дк, р; © Әт w". 9 


从 而 推出 
D ӘХ, әх; ° 


D: Сэ? 
дх; дї д2, 


利用 (3. 94) 163. 87) 式 ， 3. а 


0852 = э 24 ган45 — 22, а шаб” 


上 式 就 是 面 元 的 物质 导数 (material dari й differential element of area), 


3.6.3 线 元 的 物质 导数 


(3. 94) 


(3. 95) 


在 介质 运动 变形 开始 时 G4), 有 一 物质 线 元 dx, Bl, —: "ТТ КЛЫ ax. 根据 


(3. 79) 式 ,dx 与 dX 的 关系 为 


| dx = x CRTA жа 或 ч Е 
对 线 元 求 物质 导数 
Ë ' D dx. Z до; 
_ дх, ӘХ; х, а Tk 
对 于 线 元 的 平方 求 物质 导数 | 
据 (3. 97) 式 ,上 式 可 以 写成 
D 


Ra 2 -一 а 


до; ; 
ао. д. Mig, 
aa | p dz dz; 
_ д до, __ „до; ‚ д 
== cd rid 十 ga z d<, = Сэт, + Jz, 90:2 
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© C3: 96) 


(3. 97) 


= 2B.,dzidz; (3. 98. 1) 
或 写成 


D (ах) Е 6 (3. 98. 2) 


203. 98) 就 是 线 元 平方 的 物质 导数 (material derivative of squared length of differential line 


e è% ө ө өэ э о 0 ° 


element), 


3.7 ”体积 分 .面积 分 和 线 积分 的 物质 导数 
利用 上 节 三 个 微 元 的 物质 导数 ,可 以 严格 地 导出 体积 分 .面积 分 和 线 积分 的 物质 导数 


(material derivatives of valume ,surface and line integrals) 。 

由 于 不 是 介质 的 所 有 性 质 (物理 量 ) 都 是 对 质点 定义 的 ， 即 不 是 所 有 的 物理 量 都 作为 
空间 点 的 函数 。 在 连续 介质 中 有 些 物理 量 是 定义 为 介 奈 有 限 部 分 的 积分 这 些 积分 可 能 是 
体积 分 、 面 积分 或 线 积分 。 

设 在 连续 介质 中 存在 一 个 对 质点 定义 的 函数 到 , 即 这 个 函数 是 作为 物质 坐标 的 函数 
炎 二 F(X,!) ,或 者 等 价 地 作为 空间 坐标 的 函数 更 = Sa), BD 

е fE = fO), = FX) (3. 99) 
这 个 函数 可 以 代表 一 个 标量 , 或 者 代表 一 个 矢量 或 张 量 的 一 个 分 量 。 由 于 在 直角 笛 卡 尔 坐 
标 系 中 研究 ， 且 两 个 坐标 系 重 合 ' 单 位 矢量 的 大 小 方向 不 变 ， 所 研究 的 分 量 就 代表 了 整个 
矢量 或 张 量 。 

3.7.1 体积 分 的 物质 导数 i 

函数 p= OG) 为 式 (3. 99) 所 示 的 函数 更 的 体 | 
积分 , 即 


Ф = t) = 074 (3.100) 


Hih V:A =r 时 刻 由 介质 中 一 些 确定 的 连续 质点 
адай Б TERY а 3.9, 尽管 这 个 体积 V 
ант, ВАВ ЫН уа дЕн | 
AIRE АЛЕТ 

体积 为 ,VV EB X e ja 


积 ，V tna 78) 所 示 的 运动 规 | 83.9 | 
律 , 即 有 ГО р к | С | 
"КШ ДИЙ? ж = GXi Xe Xat) (3.101) 
物质 体 元 ау, 与 空间 体 元 dV Q 82) 式 , 即 m 
dV = Jadav, (3.102) 
Cro йт? шз = | a 2 (8,103) 


g= cypia paagi | 


对 上 式 求 物质 导数 


Dp _ D -Df pe 
е Су] eo ОЧУ 2 p, |, РОС, 074У, 


р ` 
= |, СЕС ,TdVo] 
亦 即 有 


| гар Кох )ду = Ер BLO dy]: | (3.105) 


从 这 一 事实 看 出 ， 对 于 物质 体积 的 体积 分 求 物质 导数 可 以 将 微分 符号 Cdifferential 
symbol) 直接 拿 到 积分 号 内 ,但 要 包括 对 体 元 的 微 商 (differentiate)。 
将 上 式 的 右边 分 项 微 商 并 利用 (3. 88) 式 , 则 该 式 化 成 ，… O 


| re pav = |, [Бш + SF г) Jav, | 7 I P 


= (Biv, о] + 07 jav с T. 


= Ё (2 “Г (xz,t) ] + Ztsfesnljav | (3.106. 1 
利用 高 斯 定理 (Gauss theorem), 上 式 右边 第 二 部 分 可 以 化 成 面积 分 ， 于 是 上 式 变 为 i 
р, J (x ,t)dV = | [fe yay + фу wf (х)45 | (3 106. 2) 


Ж ==». п, M n 为 面 元 45 的 单位 外 法 线 ,S 为 体积 V 的 包 面 。 @. 1%: 2) 式 便 是 体积 
分 的 物质 导数 (material derivative of volume integral), ны | 

3.7.2 面积 分 的 物质 导数 : 

R С, “GORG. DAREM Y 的 面积 分 , 即 


G, = Geo = |705, pi чен 263.107) 


与 体积 分 的 情形 类 似 ， 上 式 中 的 5S 为 t=t 时 刻 介质 中 一 些 确定 的 连续 质点 所 组 成 的 欧 拉 
空间 曲面 ,构成 该 曲面 的 那些 质点 当然 在 任何 时 ARERR,” 可 是 这 个 曲面 的 形状 和 大 小 
均 随 时 间 改 变 , 它 在 运动 变形 开始 时 (=z。 时 刻 ) 为 se , 面 S@ 亦 即 这 些 质点 在 拉 格 妆 B 
空间 所 构成 的 曲面 。 我 们 所 取 的 物质 坐标 系 和 空间 坐标 系 仍 同 图 3. 9 所 示 , 但 其 面 S 则 不 
定 是 封 团 曲面 (closed ѕигѓасе), (3.107) + 45, 为 S 上 一 块 有 向 面 元 (differential 
element of directive area)dS 的 一 个 分 量 。 两 个 空间 的 变量 变换 仍 按 (3. 101) 式 的 关系 。 dS, 
与 dSfo 之 间 的 关系 按 (3. 92) 式 有 
ӘХ, 


dS; = J Sras (3. 108) 


若 将 欧 拉 空 间 的 积分 (3. 107) 式 再 改换 成 拉 格 朗 日 空间 中 的 积分 ， 则 有 
G, = | e pds, = | „0,02 059 ис (3. 109) 


对 上 去 求 物质 导数 , 则 有 
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D “k | (0) 
Bf fespas= | „ЕХ 5445599 


ы [fe д5 (3.110) 


这 同体 积分 的 物质 导数 求法 一 样 ,微分 号 与 积分 号 可 以 互 换 , 见 (3. 105) 式 .从 物理 上 讲 这 
也 是 理所当然 的 ,因为 如 上 所 研究 的 不 管 是 体积 分 还 是 面积 分 ,其 所 进行 积分 的 区 域 ( 体 
积 或 曲面 ) 均 为 确定 的 质点 所 组 成 ,所 以 不 管 V 或 5 的 位 形 如 何 变化 ， 组 成 的 质点 不 变 ， 
改 对 这 些 质 点 总 体 的 物理 量 求 物质 导数 时 当然 与 VÈS 无 关 ， 于 是 可 将 微分 符号 拿 到 积 
分 号 内 。 

将 (3. 110) 式 进 一 一 步 微 商 并 用 (3. 95) 式 , 则 得 到 


BI fæwas= f, 2520 Эа, + Ро, 09245, = 0145, „1 
| m | 
= [PA + ы; 145, — [о Уы) 5045) (8.111) 
上 式 便 是 面积 分 的 物质 导数 (material derivative of surface integral), | 


3.7.3 线 积分 的 物质 导数 
EAR =H,G) 53. 99) RAR w 的 线 积分 ， Bp- 


H= н) = | о, ОЕ 112) 


RLN t 4 时刻 介 质 中 一 些 确定 的 连续 质点 所 组 成 的 欧 拉 空间 曲线 ， КЕ РЖ 
和 长 短 随时 间 变化 ,但 构成 这 条 曲线 的 那些 质点 始终 保持 不 变 。 设 该 曲线 在 介质 运动 变 
形 开始 时 为 Lo, 曲线 L, КВР Г, 曲线 在 拉 格 朗 日 空间 的 形式 。 物质 坐标 系 和 空间 坐标 系 仍 
同 图 3. 9 所 示 。 上 式 中 ах, 为 线 元 矢量 dx 的 一 个 分 量 , 两 个 空间 的 变量 关系 仍 按 (3. 101) 
式 的 关系 ,空间 线 元 dx 与 物质 线 元 dx 的 关系 , 按 分 量 ( 见 (3 а 


1 Е" йал, Е 2063.113) 


та 112) 式 车 再 改换 成 拉 格 和 日 空间 的 积分 , 则 有 
| H,= [едва М Е(Х м) SRU (3.114) 


对 上 式 求 物 质 导数 , 则 有 э у 
ү fO, sr БСРС) 5 ах АХЛ 


тг а w - W x . 


Б ыран 2 ап) 


同 对 体积 分 和 面积 分 求 物质 导数 二 样 ， 微分 号 与 积分 号 可 以 交换 。 
将 上 式 进 一 步 微分 并 利 朋 (3. 97) 式 , 则 有 


Df x,t) : до; 
B| лаада = | D: ar ax; [леа ar Б? (3. п 
上 式 就 是 线 积分 的 物 JSE SK (material derivative of line integral) 。 
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3.8 ” 皮 欧 勒 - 基 尔 霍 夫 应 力 张 量 


在 求 连续 介质 的 具体 问题 时 , 必然 涉及 问题 的 初始 和 边界 条 件 , 也 就 是 要 根据 初始 和 
边界 条 件 来 定 解 。 然 而 随 着 介质 的 变形 和 运动 ， 原初 始 边界 的 形状 和 位 置 亦 在 变化 之 中 ， 
除了 在 初始 时 已 知 外 ， 之 后 在 分 析 解 (analytical solution) 求 得 之 前 是 未 知 。 B i i 

-如 果 描述 问题 的 方程 组 可 解 ， 当然 在 求 得 通 解 (general solution) 之 后 ， 便 可 利用 给 定 
的 边 初 条 件 定 解 ， 整个 变化 的 边界 也 完全 可 知 。 | 
I 但 是 许多 实际 问题 不 能 求 得 分 析 解 ， 必须 数值 积分 (numerical integral), ERRE 
过 程 中 当然 要 利用 边 初 条 件 , 显然 敬 按 欧 拉 描述 数值 解 ， 原 给 出 的 边界 现 无 法 准确 确定 。 
为 了 精确 地 利用 边界 条 件 ， 往往 将 方程 组 化 成 拉 格 银 日 描述 ， 从 而 初始 的 边界 便 是 “永恒 
不 变 的 ”, 位 置 永远 已 知 。 

把 描述 问题 的 方程 组 变 成 拉 格 朗 日 方程 组 ， 其 中 一 个 最 重要 的 问题 是 应 力 张 量 的 变 
&, 即 把 现 作用 在 实际 面 S 上 的 应 力 矢 量 换算 成 该 面 初始 时 的 面 So 上 ,(S 和 S@ 均 为 同 
样 质点 组 成 的 面 )， 也 就 是 把 真 应 力 (real i A s stress) DRERI 
FIY 7] (engineering stress), P 

现 考虑 由 一 些 固定 的 连续 质点 组 成 的 面 元 ,初始 
HAEA dS AMERA nO, E= “时刻 变 成 dS. 
单位 法 线 为 x, 见 图 3.10. 

: 45% = 454% 一 459г, 


Е “dS = dSn == 45,6, - | (пт 
3 (3.92. DA MWA - 
> МЕЗИ 068.118) 
把 上 时刻 作 用 在 dS 面 上 的 应 YIRE ORRERI | 
于 dS 名 的 应 力 矢量 1*，, 两 个 面 上 的 总 作 几 力 应 李 и 
等 , 即 有 Е u pr: 
_ Ста К О, (3. 119) 
其 中 | ; 
t= y. 0) 
e 一 xe , A (3.121) 


上 式 中 新 引进 的 张 量 x” 称 作 第 一 皮 欧 勤 - ЖК = Jš JKE (irst Piola — Kirchhoff 
stress tensor), MĦ(3.117)~(3. ne КЕ 

“dS = x° , ROSO 
Bp 

> o dS = x°? .dS (3. 122) 
而 据 (3. 118) 式 , 则 有 

dS = ЛЕ! • 45% (3. 123) 
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т АГЕ 


ӘХ; дж; 
Ег! i 48% 一 2 Р | 
Е æ 2и 
将 (3. 123) 式 代 进 (3. 122) 式 给 出 
ЈУ + ET eds® = У . 45% (3.124) 
由 于 ds” EAER, АДАЛ ЕЩ 
У FF | (3.125. 1) 
亦 即 
V= Ja; 2 (3. 125. 2) 
Tk 
有 了 (3. .125) 趟 所 示 的 张 量 后 ， : 便 可 将 介质 运 到 动 按 拉 格 朗 日 描述 ， 如 对 动量 守恒 方程 
р К п», = - $. ZO .iods。 ° pobdV o 63.126) 


Ж ЕЖУ, плавен, sS Vo 的 包 面 ， о 为 初始 密度 。 由 于 
”Vo 是 任 取 的 ,于 是 由 上 式 推出 … 


раў = Фу 4 рор СА 
(0? у 
000; = ЭХ, + рор; ` (3.127. 2) 
或 者 写成 | | 
Poti = 26/8 Et + pob; ы ж! (3.127. 3) 
这 就 是 在 拉 格 朗 日 坐标 (直角 笛 卡尔 坐标 系 ) 下 的 运 到 动 方程 。 . ` 


在 上 面 引进 的 "是 不 对 称 的 。 为 了 使 用 方便 ， s «ну DDA 
KEIO, EEX 


EO = 59. Јр... КЕ | (3. 128) 
从 而 有 | | 
> =F У.Е, (3.129) 


3.1 онн У | 

= Хе + Х,(е' — 1) | 
= Ху(е' 一 е7) А X; 
ех, е 
证 明 对 该 六 运动 ， 雅 可 比 行 тз J 不 为 零 , 并 确定 X; 作为 zi、zxs、zst 的 函数 形式 。 


3.2 菏 连 续 介 质 运 动 由 下 式 给 出 


21 = X, 
б = е(Х, + Хз)/2 + e * (X, — Хз) /2 
xı = € (X: + X;)/2 — e™ (X: — Х;)/2 
请 确定 作为 物质 形式 和 空间 形式 描述 的 速度 分 量 。 
3.3 某 一 流动 的 速度 场 为 | 
v = 0 
| = А(түх, — хЇ)е Ë 


оу = Alr? 一 хусз)е “ 


式 中 А,В 为 常数 .请 确定 该 流动 的 速度 梯度 au/ari, 并 计算 在 一 0 时 在 点 (1.0,3) 处 的 变形 速度 张 量 和 
REKE. 
3.4 一 定常 速度 场 为 
0р = 203 ， ©=2г;, з = 0 
请 确定 变形 速度 张 量 的 主 方向 和 主 值 。 
3.5 确定 通过 曲面 的 矢量 P = Pi 的 流量 (flux) 的 物质 导数 ; i Df Pas 02 


达 式 和 按 抽象 符号 写法 的 二 A р. hds 的 表达 式 ， ñ Amas вва. 
3.6 根据 旋 度 矢量 o ВЕНЕ HELEH 
Zij = Є ш 以 及 2w; R 
7 р 证 明 加 速度 a 可 以 写成 "i u 
а= 2 + ә Xv 十 二 Vv ЖЕ 
3.8 证 明 


d(In7) 


ETa = divy 
е Ј ены 比 行列 式 。 


证 明 对 于 旋 度 矢量 o= ое TREY 
ah 2wdV = 9, [€ aa, 十 2w;v; 一 ш 
AP a 为 加 速度 矢量 a 区 分 量 ;- . | 
3.10 ”如 果 给 出 流 场 为 如 下 函数 
v=x/Q +0): 或 u= x/( +) 
证 明 在 此 种 情况 下 流 线 和 迹 线 重合 
3.11 证 明 如 下 的 速度 场 的 流 线 是 圆周 线 


< 
ра = rizr + 2% 
dy = 2} х= тух 


оз = 0. 
3.12 在 一 个 随 流 体 运 动 的 电场 ,电场 强度 (electrical field strength) 39 : I= (Acos3z)/r, ҖЕН r = xš 
十 好 ,4 为 常数 。 流 体 的 流动 速度 如 上 题 所 给 。 请 确定 DI/D:. 
3.13 证明 总 旋 度 (total vorticity) 的 物质 导数 为 
7 一 ф ГЄ маз + 2wv; JdS; 
其 中 wi 为 旋 度 w= rot 的 分 量 。 | 
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3.14 证 明 如 下 人 恒等式 
СС) | == 9 29. T Vad puy = GV pa 


在 上 式 中 下 标 前 加 “, "表示 偏 导数 ,如 vw,,,= ао, /ах,, RPH q = 2w. 
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апа “连续 介质 力学 的 基本 定律 
本 章 将 描述 连续 介质 力学 各 个 分 支 共同 遵守 的 基本 定律 。 


41 质量 守恒 ,连续 性 方程 


有 一 个 同一 切 连续 介质 都 有 关 的 重要 的 量 _ “质量 (mass) ,物质 不 生 不 灭 , 故 介质 在 
运动 中 保持 质量 不 变 。 这 就 是 质量 守恒 (conseryation of mass), 
在 t 时 刻 ， 占据 空间 体积 为 V 的 那 部 分 连续 介质 的 质量 m 自如 下 积分 给 出 
m= | pav | а 
H H о=р(х,) J J Et S BE , 简称 密度 (density), 它 为 空间 坐标 的 连续 函数 (continuous 
function of spatial coordinates) , 根据 质 量 守 恒定 律 (law of conservation of mass) ,如 上 积分 
在 介质 运动 时 应 保持 不 变 , 即 有 
m = | ,ear = const (4.2) 


4.1.1 欧 拉 形 式 的 连续 性 方程 
对 (4. 2) 式 求 物质 导数 并 利用 (3. 106. 1) 式 , 则 有 


Pra =- D;| av = | + div (po) JdV = 0 (4.3.1) 
利用 高 斯 定理 ,上 式 第 二 部 分 可 以 化 成 面积 分 , 即 有 
|, Zav = 一 $a: aS = 一 ф о, (4. 3. 2) 


在 上 式 中 5 为 物质 体积 V 的 包 面 , 为 面 元 aS 的 单位 矢量 ,v 为 质点 速度 。 从 式 (4. 3. 2) 
看 出 ,在 :时刻 Y 中 介质 单位 时 间 增加 的 质量 | ау 等 于 单位 时 间 穿 过 S 面 流 进 的 质 


E 一 中 meds 


式 (4. 3) 为 作为 积分 形式 的 连续 性 方程 (continuity equation in integral form), 
由 于 (4. 3) 式 对 于 任意 体积 V 都 成 立 , 所 以 式 (4. 3. 1) 中 的 被 积 函 数 (integrand) 必须 
为 零 , 于 是 有 


др, x; _ > 904 3 ,. 
L ydi) 一 0 或 “+E Cp) = 0 (4.4.1) 
上 式 亦 可 写成 
De + pdiv = 0 或 De | p% 一 0 (4.4.2) 


如 果 介 质 运 动 是 等 容 的 (isovolumetric), 即 对 于 不 可 压 连续 介质 (incompressible 
continuum) 亦 即 质点 密度 与 上 无 关 , 即 有 
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D; (4.5) 
于 是 由 (4. 4) 式 推出 


dw=0 或 下 =0 (4.6) 
对 于 这 种 不 可 压 介 质 的 速度 场 y(x,i)， TS 个 称 之 为 天 量 位 势 Dvector potential) 


来 表示 , 即 有 


y = V X @ 或 =e ` (4.7) 
4.1.2 拉 格 朗 日 形式 的 连续 性 方程 _ 
已 知 p 是 作为 欧 拉 空间 的 连续 函数 ， лан 日 坐标 天 的 关系 , 亦 

可 将 它 化 成 拉 格 朗 日 空间 的 连续 函数 2" | 


р = p(x,t) = p(x(X ,t1),t) = p* (Хи) = p° (4.8) 
在 介质 运动 ,变形 开始 时 ( 即 r=, 时 , 现 取 44=0) | 
x=xX,0)=X “` (4.9) 
即 有 | е 
| p(x(X,0),0) = р‘ (Х,0) = р, (4. 10) 
根据 质量 守恒 式 (4. 2), 则 有 | Бл 
| ear = | „ох pav = je (X,0)dV, = j, eav. (4.11) 


如 上 积分 虽 是 对 于 两 个 时 刻 ;初始 (:= 0) 和 现在 (: 一 六 ,但 都 是 对 于 同一 部 分 介质 的 是 
这 些 介质 现在 所 占据 的 空间 体积 `V。 为 开始 时 所 占 的 空间 体积 。 根 据 体 元 变换 的 (3. 82) 
式 , 上 式 左边 积分 可 以 改写 成 对 Vo 的 积分 , 即 有 


| ar ЗМ | „е“ QX ,DJdV, = | “р(х Jav, = |, pJdV, 
将 上 式 代 到 (4. 11) 式 的 左边 则 推出 


нө е вое, PdV o (4.12) 
由 于 上 式 对 于 任 取 的 „у Анн 
| о с ж=/ | TET 
其 中 E e J = | 全 


式 (4. 13) 便 是 拉 格 朗 日 积分 形式 的 连续 性 方程 (continuity equation in nan integral 


form), 
将 式 (4.13) 微 分 ， i Г 
R EAD = 20р" J)=0o . ‚‚ (4.14) 


КОКО ОСТ Г, 形式 (Lagrangian differential form) 。 将 | 
步 微分 并 利用 (3. DR MÜRA DORER M “aS | 


es DEJ + оту Da N, 


Dz рг 


从 而 推出 
P + pdiv = 0 = 


4.1.3 质量 守恒 的 一 个 推论 ” 
从 质量 守恒 可 以 给 出 如 下 的 一 абалы 


р отау = fe S dy 5 (4.15) 


Жир РА p, 它 可 代表 一 个 标量 或 者 矢量 或 张 量 的 一 个 分 量 ， лелин 
研究 问题 , 且 空 间 坐 标 系 与 物质 坐标 系 重 合 。- 

ШЕЯ 将 (4. 5) 式 的 左边 积分 由 区 抽空 间 扫 成 拉 格 朋 日 空间 即 积分 域 V AR Vo, 
并 考虑 到 (3. 82) 式 , 则 有 


f, p¥dV = | o" Лау» = | отау, але 
其 中 六 "和 严 " 均 作为 物质 坐标 天 BS РАЖ. ВП 
р“ = p"'(X,t) = р" (X(x,t),t) = р(х, ге | (4. 17) 


P = W(X) = W° KEDD = VOD) = T (4118) 
对 (3. 16) 式 求 物 质 导数 | | 


и 14), — ан 从 而 推出 
2 РЬ p¥dV = |. 5; DY ayay = P Dr SY 


于 是 推论 证 毕 。 当 然 ,有 作为 天 量 或 张 最， 如 上 的 结果 亦 昭 样 成 立 - 

(4. 15) 式 告诉 我 们 ,是 凡 体积 分 中 被 积 函 数 为 几 个 函数 之 积 且 其 中 -- 个 为 密度 p 时 ， 
在 对 这 个 体积 分 求 物质 导数 时 ,可 以 将 微分 符 拿 进 积分 号 内 且 只 对 除 p 以 外 的 那 几 个 函 
数 微分 ,即将 p 作为 “常数 ”。 | ЛҮ 


4.2 动量 守恒 .运动 方程 


在 上 一 上 时 刻 有 一 体积 为 V 的 一 部 分 运动 的 介质 如 图 4.1 所 示 。 RV 的 包 面 为 5。 在 
V 中 作用 着 体力 b、 在 V 表面 作用 着 面 力 矢量 1, л 为 面 45 的 单位 外 法 线 , 介 质 所 占 的 
区 域 存在 速度 场 y, 即 有 
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{© = te = У. п = п У = буте; 
(4.19) 1 
体积 为 V 的 介质 中 在 本 时 刻 所 具有 的 
总 动量 * (total тотепішт) М == М;е; 为 


M = МО) = [av (4.20.1) 


或 写成 图 4. 1 
M; = МК = | evav (4. 20. 2) 
作用 在 V 中 及 表面 的 合力 (resultant forco F= Ее; 为 
F= f t®dS + | obdV (4.21.1) 
$ v 
或 写成 
Е, = f t®dS + | оду (4.21.2) 
$ ү 


根据 牛顿 第 二 和 定律 (Newton's second law): 在 惯性 系 内 (in inertial reference system); 
介质 总 的 动量 随时 间 的 变化 率 等 于 作用 在 所 考虑 这 部 介质 的 合力 。 于 是 由 (4. 20) 和 
(4. 21) 式 得 到 


_ р р йй г dreas “© | etar = F (4. 22. 1) 
或 写成 (在 直角 坐标 系 中 ) | | 
DM: sa | | 
= = Pj. pa = ds + | av = Е, (4. 22. 2) 


利用 (4. DRMA 49) 式 ; 则 由 (4: 22) 式 得 到 
| Ге Driv = ga zs f pbdV 


= |„У - zas + | ду = | cÇ + 2 + рау (4.23.1) 
Y v v 
或 写成 


|, ру = $dmids + | obav 


5 E тб” + |, мы | ËP + b| d (4.23. 2) 


ЈУ 


式 (4. 23) 便 是 积分 形式 的 动量 守恒 (conservation of momentum іп integral form); 
由 于 在 式 (4. 23) 中 积分 体积 V 是 任意 的 ,所 以 推出 


я. * 动量 亦 称 作 线 动量 (linear momontum), 之 所 以 如 此 称呼， 是 用 以 区 别 相对 论 力学 (Relativistic Mechanics) Sewa 


00 = у - 2 + pb | (4.24.1) 


或 写成 | 
Ош _ до; | | 
pp Т pbi 4.24.2) 


式 (4. 24) 称 为 运动 方程 (equation of motion ) 。 

有 一 种 重要 情况 一 一 静 平 衡 (static equilibrium), 在 一 般 的 固体 力学 (Solid 
Mechanics) 中 所 磁 到 的 正 是 这 种 情况 。 在 静 平 衡 时 , 式 (4. 24) 中 的 加 速 为 零 ， 从 而 得 到 
V +2 + ob = 0 | (4.25.1) 
或 写成 (在 直角 坐标 系 中 ) | 


T + pbi = 0 5 | (4. 25.2) 


这 就 是 所 说 的 平衡 方程 (equilibrium equation ) ， 它 广泛 地 用 于 同体 力学 中 ， 上 式 在 直角 坐 
标 系 的 展开 形式 为 
dc дол касыз Е 


дх, дх» э А д 
дс | д0 эы 
мы руз ч = 0 
gz, dz + эл, ж Е (4. 26) 
доз 1 903 э | 
IT, + дт, T Ос, “ë: = 0: 
бу) = 03 | 


4.3 动量 矩 原理 与 应 力 张 量 的 对 称 性 


在 2.4 节 中 曾 指出 ， 在 介质 中 如 果 不 存 在 分 布 力矩 时 ,应 力 张 量 对 称 ， 但 没有 具体 证 
BH. 李 节 将 利用 SREDA 理 (moment of momentum ET O 


标 原 点 取 和 矩 ,如 对 图 4.1 所 示 的 O 点 ， ТЫТ V 让 的 介质 了 和 设 其 总 动量 
HAN, CH 


= ЕЗ ходу м (4.27.1) 
或 写成 
N, = №) = f, EmzipodV (4.27.2) 


其 中 x Вг 为 体 元 dy 的 位 置 矢 量 。 
作用 在 V 中 诸 体力 对 O 点 所 产生 的 力矩 广 和 作用 在 表面 $ 上 的 诸 面 力 对 O 点 所 
产生 的 力矩 r" 分 别 为 


r= Jš xpbdy 或 T,= f, € iz; pb dV (4.28) 


а= $ x x d£ 或 T; = $, € az (4. 29) 
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根据 动量 矩 原理 , 则 有 


DN 
ту = r+ (4. 30) 


上 式 成 立 的 条 件 是 ;在 V 内 的 介质 中 不 存在 分 布 力 抢 (distributed moment), fl V 内 质点 


闻 的 力 , 即 内 力 (internal force), 都 是 大 小 相等 ,方向 相反 且 共 线 (colliinear) 。 如 果 在 介质 中 
存在 分 布 力矩 , 则 在 (4. 30) 式 中 还 要 加 另外 一 项 力矩 E 


根据 (4. 15) 式 | 
| a рах еу = [рро х nay 
= [о ху+ х х х рау 
= |, px X Prav „жоом | (4.31) 
根据 应 应 力 天 量 与 应 上 力 张 量 的 关系 (2. 19) 式 
=n (432) 


利用 上 式 和 高 斯 定理 ， а 29) 式 可 写成 
г: = фә x t®dS = фә х (ñ + >)45*- 


р" РИ фо T DX xdS == j% У. • G x e s (4.33) 
式 中 的 被 积 函数 ， авла ая | 
VX 
= G ` Oyl X mib) 


A 


д0; ~ 
= аце) X х2, +: oe; жо = 


дх; Ir; * 

| = сў >) х. х 一 Є ‚љо,е k p (4. 34) 

将 (4. 34) 式 代 进 (4. Рр Ж о ыу 
г) [x x (V +>) + ( Є доре, dV j (4. 35) 

将 (4. 28) (4. 31), (4. 35) 式 代 进 (4. 30) 式 中 给 出 | | | 

x | | 

|, x офу >— shay = |, €sbav (4.36) 
利用 (4. 24. 1) 式 , 则 由 上 式 推出 | К 
70 一 | Є ыс ; e,dV = | Уау Е . (4. 37) 


由 于 体积 Y 是 任 取 的 ,因此 被 积 西数 必 为 零 ; 即 | 

2, = 0 或 各 = 0 ха 
EAH Z, ЖОЙ ЛКЫ > WREEF ER, я Жа. 1з, К. J3 
是 对 称 的 , 即 有 + w 


U tK Cup БУЕ 


> = Xc 或 2 0008 un y | . (4. 39) 
在 此 再 一 ясы 推出 应 зея BE JR СЕЕ fa ЭШ. 


ч ON r Г" + о. (4. 40) 
于 是 利用 (4 28) (4. “Suyuq: 35) 式 可 以 推出 Ж: анд 
| Є оре, =— £ 5 0 . К К. (4. 41) 


ЕЗШ 2,0, BT 2,30, МВК х=, 从 而 出 现 凡 了 应 力 张 量 的 不 对 
称 性 。 


4.4 ”能 量 守恒 .热力 学 第 一 定律 .能 量 方程 


作为 自然 界 的 普遍 规律 之 一 的 能 量 守重 (conservation of ойе у) 当然 也 适 于 连续 介 
质 力学 。 亦 即 连续 介质 力学 也 应 遵守 能 量 守恒 定律 -然而 能 芋 方 程 的 具体 形式 要 根据 具 
体 情 况 而 定 。 

4.4.1 只 考虑 力学 过 程 的 情况 下 

MRR 51) Ek, торга чае, mun 1 所 示 的 情形 。 对 于 这 


о oo К ә o К ө o o o P o е ò ө ° э ° ө 


forces), 这 可 从 介质 的 运动 方程 直接 推出 。 
将 (4. 24) 式 两 边 点 乘 以 v, 给 出 
Dy 


eD” = (V у) ° v + Db ° v (4.42.1) 
它 在 直角 坐标 系 中 按 指标 写法 , 表 成 
| . I u ет ту = ® + bm : (4. 42. 2) 
将 上 式 在 图 4.1 所 示 的 介质 体积 V 上 积分 ,给 出 
[ора av = | = Suay + | wdy (4.43) 
而 V 中 介质 的 动能 天 为 ЭЕ ГЕ | 
| К = [sao = y pou dV 
动能 的 随时 间 的 变化 率 为 | 
DK = Bf арау = | ov Zav (4.44) 
对 (4. 43) 式 右边 第 一 项 中 的 被 积 函 数 ， 可 改写 如 下 | 
j Е = 5 бе Soy (4.45) 


利用 (3. 47) 式 ,上 式 右边 第 二 项 可 以 写成 
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до; | 
2—6 == (B; + 2) о: = Во, 


IL; (4. 46) 
利用 (4. 45) 和 (4. 46) 式 , 式 (4.43) 中 右边 的 第 一 项 可 以 写成 
| { а ) v зс IDV 一 | v PidV 
= ф novads = |; Воду 
° : š 
= $ 04945 = | Bo dy G 
将 上 式 和 (4. 44) 式 代 进 (4. 43) 式 中 给 出 
рк, DU _ šW | <i 
De D: D | (4. 48) 
上 式 就 是 纯 力 学 过 程 的 能 量 守恒 方程 。 其 中 7 为 总 内 能 .W 为 功 , 具 体 地 
== $ 015 + |; оду (4. 49) 


它 为 作用 在 了 上 的 面 力 和 体力 的 功率 ,其 实在 该 式 中 的 W ш DW 并 不 是 精确 的 微分 ， 
因 功 W 与 路 径 有 关 。 而 在 (48) 式 中 另 一 项 | 


DU 
D: 


' 它 为 作用 在 六 中 机 械 内 能 tinternal:mechanicat епегру) 随时 间 的 变化 率 ， 

4. 4. 2 在 非 全 力学 过 程 的 情况 下 

在 非 纯 力学 过 程 的 架 件 下 , 即 不 但 考虑 机 积 能 ;而且 要 考 叫 非 机 械 能 。 这 时 必须 对 所 
考虑 的 介质 合用 最 芝 人 形式 的 能 量 守 全 原理 ; 它 表述 为 ;动能 加 内 能 的 随时 间 变化 等 于 外 
力 功 率 加 上 单位 时 间 肉 供给 介质 ( 越 从 介质 中 放出 ) 的 所 有 的 其 他 能 量 之 和 .这 皇 记 讲 的 
其 他 能 重 是 指 热能 (thermal же) :和 学 能 (chemical energy), 或 电磁 能 (electromagnetic 
energy) ` | 

РЧ, САДАМА AETA 68. ШОК ЕЛЕЕ ЕЛП НЕ, Т 
ЕЕ ЖЕН КОШУУ Ж ЖЛЕ ЛЕ e irst law of ses пы; ы 
ЕАСИ ВЕН. 


= |, Боду (4.50) 


ы Tš Upa АЗЕ ЛГ ЖЕЛИ ЕК EA 力学 介质 或 热力 学 连续 介 д 
(thermomechanical бай T р Е 质 的 内 能 变化 率 习 惯 地 表 成 如 : 下 积 分 形式 


Rr Den, г. 
К: за = Бо ВРУ = | ке, (4.51) 
其 中 e ЖЕШИН Bb Ө ii | 


如 下 只 考 起 热力 学 连续 介 IFARA RRIA ожа 
conduction and he A x ARA 时 间 单 位 面积 上 的 热流 矢量 Cvector of heat 
Dog “As ЫҢ рина 
аа ы x о ЖА; 

; енй = T fyen ands + |, aX. 52) 


+1 


Жр п п 为 dS 面 的 单位 外 法 线 和 天 量 ， "n. 流出 为 负 , 故 在 上 式 中 加 上 
负 号 , 按 傅立叶 定律 (Fourier's law), # 


aE aem хася, ЕЕ (4. 53) 


其 中 人 为 温度 (temperatuie)， A 为 热传导 党 M 数 (heat EN ола. [2] (4. 49) 式 的 
SW 一 样 , 式 (4. 52) 中 的 SQ2 , 即 DQ? ,也 不 是 精确 的 微分 。 
热力 学 连续 介质 的 能 量 守重 ， ез! 
рК DU _ dQ? 


Oe ш Б аш 
Dv; De гане | > 
| pv БВУ |, ep = фи dS | 
+Í pub dV “Р a pgdV — ф ата | (4. 55) 
将 上 式 中 的 面积 分 化 成 体积 分 ， пее у 是 任 取 的 从 而 推出 被 积 函 数 满足 
x | 
Dl + «| = 1 202 站 (ww) + vibi 一 L ч р | (4. 56. 1) 
或 写成 | 
р 
| Dg “че Ф + рж». ь- У афв 1 с (4.56.2) 
КАГЫ 2 0 С, ы Е Әл; % n a. Paa > 2% 57) 
利用 上 式 和 (4. 42. 2%, 则 由 (4 56) 式 推出 E чы, “асар ' a b 
см. š = LB, pa T o я. а, $8. 1) 
或 写成 Е 
и Об py ЫА Е асу 4. 58. 2) 


energy equation) 。 该 式 表明 ， оннан: MR Cetress p Ее рал 
质 的 热量 | A „i & Ga Tas s! Soa s 


4.5 а дш -定律 、 


4. 5.1 .状态 参量 和 状态 方程 的 概念 | Е 
作为 运动 变形 的 连续 介质 亦 即 作为 一 个 热力 学 系统 , 它 在 任何 虹 间 任何 部 位 的 状态 
都 可 用 一 些 确定 的 物理 量 来 描述 ,这 些 物理 量 从 广义 上 讲 均 称 作 状态 参量 或 变量 (state 
parameters or state variables), 它们 分 为 运动 学 量 和 热力 学 量 (kinematic quantities and 
thermodynamic quantities) , 这 些 量 随时 间 的 变化 则 描述 了 系统 的 热力 学 过 程 
实际 上 , 状态 参量 之 间 并 不 完全 独立 (independent) ,有 许多 量 之 间 存 在 着 一 定 的 函数 
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关系 ,表征 这 种 函数 关系 的 关系 式 就 称 作 状 态 方程 或 物 态 方程 (squantion of state) ;而 将 
一 个 状态 量 表 作 其 他 一 些 参量 的 单 值 函 数 (single-valued function) ,这 个 函数 就 称 作 状 态 
РЁ Ж (state function ) 。 А 

然而 ,通常 所 说 的 状态 参量 是 指 热力 学 参量 ,如 温度 T ЕЛ p WEE У. З, mH 
ааа В). АЛАНЬЯ ЗЕ, 
下 人 研究 的 状态 方程 就 是 这 种 狭义 的 状态 方程 ,这 种 状态 方程 有 多 种 形式 ,如 压力 型 :p==p 
(Y.,T) ,其 中 为 压强 (pressure, 按 流体 力学 的 习惯 称 为 压力 )、 内 能 型 e。=e(V .,T) 等 
等 ,e 为 比 内 能 。 但 一 一 般 只 138 р= pV. ,7T) 称 作 状 态 方程。 

作为 通常 所 用 的 热力 学 参量 之 间 的 状态 方程 , 它 适 用 的 条 件 是 : 介质 均匀 且 处 于 热力 
学 平衡 (thermodynamical equilibrium) 。 然 而 在 连续 介质 中 所 研究 的 对 象 却 是 随时 和 地 : 点 
都 在 变化 , 即 介 质 既 不 均匀 又 瞬息 万 变 “ 不 平衡 ”, 似 乎 状态 方程 不 能 用 .其实 上 不 然 , 因 在 
连续 介质 力学 中 使 用 的 是 “局 部 迅速 热 动 平衡 的 概念 ”(concept of local, rapid and 
thermodynamical equilibrium) ， 故 状态 方程 在 我 们 所 考虑 的 时 空 点 上 照样 适用 。 这 是 由 于 
在 连续 介质 力学 中 所 研究 的 点 为 一 个 质点 即 质 团 ， 它 在 宏观 上 是 “ 极 小 ”可 以 作为 一 ЕЛ, 
何 点 。 所 以 可 以 视 介质 在 局 部 是 均匀 的 ; 另 一 方面 在 连 介 中 考虑 问题 的 时 间 出 发 点 是 “ 宏 
观 短 、 微 观 长 ”, 在 宏观 上 所 认为 的 “一 瞬间 ”, 在 微观 上 仍然 是 大 量 分 子 在 “充分 长 的 时 间 ” 
内 的 行为 , 故 可 认为 在 一 个 质 团 的 范围 内 介质 达到 了 热力 学 平衡 。 

关于 状态 方程 的 某 些 具体 形式 将 在 4.8 节 及 以 后 各 齐 申 论述。 

4.5.2 热力 学 第 二 定律 

在 上 一 节 , 热 力学 第 一 定律 给 出 了 力学 能 ( 即 机 械 能 与 热能 相互 转变 的 关系 ,如 能 量 
守恒 方程 (4. 55) 和 (4. 58) 式 , 但 是 ,热力 学 第 一 定律 却 不 能 回答 能 量 的 这 种 转化 是 “可 道 
还 是 不 可 遂 ”(reversible or irreversibie)。 Н 然 界 所 有 的 实际 过 程 都 是 不 可 逆 的 ， 然而 可 逆 
过 程 又 是 对 许多 实际 过 程 近 似 成 立 的 极为 有 用 的 情形 ， 那么 如 何 判断 一 个 过 程 是 作为 可 
ЖЕ Жи! 这 就 要 依靠 热力 学 第 二 定律 (second law of thermodynamics) 。 

现在 引出 热力 学 第 二 定律 。 它 有 多 种 表述 方法 ,其 中 之 一 的 表达 为 :对 于 任 一 指定 的 
不 可 逆 过 程 ( 例 如 有 热传导 和 摩擦 等 ) ,所 产 坐 的 热 效 果 ， 无 论 利 用 什么 方法 也 不 能 完全 恢 
复原 机 引起 革 他 朗 化 ,于 方法 放 二 :不可 能 全 热量 从 信物 体 (介质 人 到 物体 
(ЛЖ) m SSW E 5 t PSA rio 

” 设 一 体积 为 了 нан -邻近 状态 时 ， 与 外 界 交换 的 热量 为 

59%, 该 系统 内 部 生成 的 热量 为 3Q”…, 设 该 系统 所 增加 的 总 МАА 5Q, 即 有 


Е ЕЕЕ 80—200 + RO oL | (4. 59) 
设 4.25%. наг 的 时 间 内 所 增加 的 热量 ， 从 而 有 
= Q= | osgdy 
Сва s a IE 到 pas. Or „а, | I e, 
0% = | aeoay | о 066509) 


ToO 


Zo 3 Jom (оар: 
И QO = | её ау, | Е 2.55, 
于 是 由 式 (4: 59) 81 C 60 с т с КОЧ ОЛЕ 


ОЕТ ШШ -i 
热力 学 第 二 定律 用 于 判断 具体 过 程 是 否 可 逆 ， 主要 依靠 两 个 状态 量 ， 绝对 温度 

(absolute temperature) Т #1 HE HÑ (specific entropy) S. , Ж tB 5, XEK Шш й 密 度 ‘enopy 

е MEIT. SERENE EED CE NS LH | ЧЫ, 


бы" Е 
San е5 (4563.1 
и о 45, 55 Т | и 1) 
ы (4. 63.2) 
根据 (4 63) 式 和 (4. 61) 式 ， WA | Б w | 

45. = 459 paso RER DS, = 050 FDSP 2 (4.64) 
©. наре, 内 部 无 生成 热 即 бОФ = 39 一 0， 从 而 有 ы. 


т 45% =р$Ф=о | 4.65) 
dS. = DS. «9 „> dS? = DS® С (4.66) 
.对 于 不 可 逆 过 程 ;8Q”>0， Fp ss КАЗ 
у 45е=р5$Ф>0 св) 
ө, mm > = або рор (ыб 
ө ва, arisa тиз. 
"459 = 0059 >20, ds. = 05, > 加- О (4. 69 


这 就 是 热力 学 第 二 定律 的 数学 表示 naai ишан y: 
对 于 一 个 孤立 系 isolated system), 则 有 
Е OO = s. = 44% = :0 2 ДИР ЕГ Зат, 
于 是 由 (4 сота. козиниз, Еш жини, ня лета 
КОЧОДО» dS; + DS, >o: :- * . 1 (4.70) 


4. 6 та можни 见 形式 


4. 6.1 жж 
根据 热力 学 第 二 定律 ， 有 人 提出 一 лажа, 即 克 劳 修 斯 一 达 黑 姆 不 等 式 
(Clausius-Duhem inequality) ,其 积分 形式 为 


DL _ f DS. Елу f “mi 
> = | p dV > | .egar ф 745 (4.71) 


上 式 等 号 对 于 可 逆 过 程 , 大 于 号 对 于 不 可 逆 过 程 。 利 用 高 斯 定理 并 考虑 到 Y 是 任 取 的 ,可 
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ISEA Ж. zÇ BJ 88 AS 26 =Ç 
DS. pg 2 
= бт, T 
其 中 7 称 F ARERR Gnternal entropy production rate), 
对 于 孤立 系统 ， 即 绝热 过 程 (g 二 0,a: 二 0), 则 有 ` 
7 = p Pt = eS. > >0 Вр 5.20 (4.73) 
上 式 取 等 号 , 即 5. =0, 对 应 于 绝热 可 逆 过 程 ;S .之 0 对 应 于 绝热 不 可 逆 过 程 。 . 
4.6.2 ”热力 学 力学 第 一 定律 的 常见 形式 
利用 状态 量 $. ,可 以 给 出 热力 学 介质 的 能 量 方程 更 常见 形式 。 
根据 (4. 60) 式 和 (4. 52) 式 ,可 推出 


ò _ 1 au | 


将 上 式 代 进 热力 学 介质 的 能 量 方程 (4. 58) 中 , 则 给 出 
De _ 1 L Bo; àg“? 


|#)>o (4.72) 


D, = 280 + 5, (4.75) 
根据 统计 力学 (Statistical Mechanics) 理 论 ， 可 将 应 应 力 张 量 分 成 两 部 分 ， 亦 即 (参照 2. 10 节 ) 
б = 00. + с | R >= z + . o © (4.76) 


其 中 y 为 保守 应 力 张 量 (conservative stress tensor) j >> 为 耗 散 应 2 жш Caissipative | 
stress s 将 上 式 代 进 (4. 75) 式 中 ， ан I 


De 1 ков. о» 74 
D: РЕБ е 0; B; + + В, r De- С: | (4. 77) 


1. 对 于 过 程 是 可 逆 的 情形 
”如 果 过 程 是 可 道 的 , 则 耗 散 应 力 为 零 ,再 据 (4. 66) 式 , 则 得 到 
De 1 DS. 


Б, р Бе tT р (4.78) 
и тас 中 经 常 磁 到 这 种 情况 ， 这 时 
0 алф 
利用 上 式 可 把 式 (4. 78) 中 的 oF Bafe | Ее 
| Г с“ OB; = 一 一 роВ 一 一 pB; кз = С^ р (4. 80) 
据 (3. 48) 和 (4 4) 式 , 则 有 | Ж 
B; == Шоу ja у: (4.81) 
将 (4. 80)、(4. 81) 式 代 进 (4. 78) 式 中 , 则 给 出 о Из: Фаза „ҢӨ 
тер Эё 
或 者 写成 


TDS. = De + pDV. 


TdS, = de + pdV, (зз s (4:84) 
在 如 上 诸 式 中 V ,==1/p. 式 (4. 84) 就 是 在 气体 动力 学 中 常见 之 能 量 方程 的 一 种 形式 ， В 
见 的 热力 学 第 一 定律 的 一 种 形式 。 


о è э ж ө э ọọ o 9 я ° 


2. WT ЖЕДЕ | TEE 
从 式 (4. 77) 可 知 在 不 可 逆 过 程 中 ,系统 内 所 产生 的 热 当然 是 oPB;; 造 成 的 , 即 有 
a = РВ, | (4.85) 
于 是 由 (4.637 和 (4. 64) 式 推出 | | 
让 


在 上 式 中 标量 o B, 称 作 为 кл к function), 
Ожина, 即 有 


wo , шы, 
ыд 86) 式 推出 (同时 考虑 到 o 和 T 为 正 的 ) 
oP Bi => О е 87) 


上 式 表 明 耗 散 函数 是 正定 的 A positive Дебай, 
四 对 于 一 般 的 不 可 逆 过 程 ， 在 (4. 80) 式 仍然 成 立 的 条 件 下 ,再 据 (4. 86) 式 ， 则 由 
(4.77) 式 推出 同 可 逆 过 程 完全 一 样 形式 的 能 量 方程 ( 见 (4. 84) 式 )， 即 | 
29 = Tds. = de + рУ. (4.88) 
从 而 说 明 ,不 管 过 程 是 否 可 逆 总 有 上 式 成 立 。 | 
在 此 介绍 在 热力 学 中 常用 的 两 种 比 热 (specifie heat) 。 кс С. .是 单位 质量 介质 其 湿度 
每 升 高 一 度 所 吸收 的 热量 : 


С. = = lim д | | _ 04.89) 
Ш C .的 数值 与 过 程 的 条 件 有 关 ， 最 重要 的 过 程 是 等 窜 过 程 和 定 压 过 各 所 以 定义 了 儿 


对 这 两 种 过 程 的 比 热 。 


定 容 比 热 (specific heat at constant volume), 即 在 密度 不 变 情况 下 的 比 热 , 记 作 a 
定义 为 


Cy = lim "| | = іт | AT], (4.90.1) 
根据 (4. 88) 式 , 当 体积 不 变 时 , 则 有 
ба = de 
于 是 有 
Cy = EGN (4. 90. 2) 


定 压 比 热 (specific heat at constant pressure) , 即 在 压力 不 变 的 情况 下 的 比 热 , 记 作 
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Cp, EE ХЕ 


м. 
Ср = lim |. (4.91) 
利用 (4. 88) 式 ,C， 可 以 表 成 
Ae + pAV., де дү, 
ее, А8), ш» 
2.4.6.4 - . 
_ 现 引进 一 个 热力 学 函数 一 焙 (enthalpy)， ELE. ИСЕТ РЕСИН. 
i= e+ рУ. 3 | (4. 93) 
ЯН, ВЛЕ Н 
д . 
C, = E , | (4. 94) 


4.7 ABRE РВЕ ЈА 


4.7.1 ”自由 能 与 麦克 斯 韦 热力 学 关系 式 
现 引 进 交 姆 锥 效 自 由 能 (Helmholtz free energy) f ЖП fa ЯЛ РЕ $£ (Gibbs function)G, 
它们 分 别 定 义 如 下 


Ў =е— Т5, | (4.95) 
G= i— TS. (4. 96) 
根据 (4. 88) 式 ,可 以 推出 如 下 四 个 对 称 关 系 式 
de = TdS. — рау, (4. 97) 
dè = de + #dV. + V.dp = TdS. 十 了 .dp (4. 98) 
df = de — TdS. — S.dT = — S.dT — рау. (4. 99) 
dG = di — TdS. — S,dT =— S.dT +У.ар (4.100) 


式 (4. 97) 表 明 , 在 等 容 的 过 程 中 单位 质量 获得 的 热量 6g 二 TdS. 等 于 内 能 的 增 量 de; A 
(4. 98) 表 明 在 等 压 的 过 程 中 q FTR di RC. 99) 表 明 在 等 温 过 程 中 对 外 界 所 
做 的 功 等 于 自由 能 的 减少 。 


从 以 上 四 个 式 子 可 以 推出 

= e |=), = т, (8), =V. ОК ss 
о 

8), =s. |, --» (8) -—з.. [8] =. 

将 如 上 的 <e TETT 5. Wr Ня МУ. 2, ДИЗ] 

| J 0 
同 理 ,可 从 (4. 101) 式 求 得 。， ' 
(Z) - -下 (4.103) 


六 -区 


10. P.I, (4.104) 
а ЙИР 5] 
| Ай Мыны 7 (4. 105) 


(4. 102)— (4. ОЗ АО ЗЕ stCMaxwel thermodynamic relations), 
”4.7.2 ВЕЗА I 

ДЕТ 和 YV, 作 为 独立 变量 。 从 热力 学 得 知 ,对 于 均匀 系统 之 热力 学 性 质 ,由 三 个 热力 
学 函数 可 以 完全 确定 。 这 三 个 基本 热力 学 函数 就 是 如 于 的 三 种 形式 的 状态 方程 ; 即 : 压 力 
ЖКУ Ж, ч БЕШКЕ Ж ЯЛЕ КДУ. 

p=pT,V.), e=elT,V.), 5. =5.(Т,У.) — ` (4:106) 

注意 ,按照 习惯 ,只 把 如 上 第 一 式 称 作 状 态 方程 、 第 二 式 称 作 内 能 方程 .第 三 式 称 作 炉 方 
程 。 
_ 式 (4.106) 所 示 的 三 个 函数 (方程 ) 可 以 结合 实验 来 确定 。 例 如 通过 实验 测 得 p 二 p 
(T,V.).Cv==Cv(T,V,) 的 关系 ,然后 , 青 根 据 热力 学 第 一 定律 等 将 内 能 е ЖЖ S. ЊН 2 
(T,V.)#lC /(T,V.)3E2RHH3E, 这 样 就 可 根据 实验 数据 (experimental data) 通 过 必要 的 
计算 , 求 得 一 个 均匀 系统 的 内 能 和 炉 。 
O RERU 88) 和 麦克 斯 书 关系 式 可 以 推出 


r]. = 8), -© вив 
т| = i = [Z -): + 如 一 人 S n ы (4.108) 
从 而 有 SEE 
B ea т (ат), ад 
| | И = сат rr [2 R — PIV. | о (4.109) 
А asa (S) ari (E, ЕА Е: з себи 
= Фат + |2) Кы ие а.о) 
а ЯГА h i ВЕЖ ЗД | 
есе, у= |. „©ат + ET) —pldV. (її 
5. =s. = о Фат [2 ау. 7 Š (4.112) 


# Eh T .Yo 为 积分 的 初 态 。 | 
如 下 求 C,=C,(T,V,) 的 具体 表达 式 。 据 (4. 92) 式 , 则 有 
де NW., 
C |= F + [| JT 
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_|& | |#.) | „ду. 
= (8), + Е ЕСЕ А 


= (2), +U), + 可 完 | 
根据 (4. 90) 和 (4. 108) 式 , 则 由 上 式 推出 


б, =с,+т| 2) А | (4.113) 
° P ИШЕ 5з. e кой 7 


在 Cy 二 Cy(T,V.).p=pCT,V,).V ,一 V.(T,p) 的 函数 关系 式 已 知 的 情况 下 ,将 它们 代 
人 上 式 便 求 得 C= 一 C,(T,V . ) 的 函数 来 。 | 
ERI C fl р fE T #l V. ра, ШИ] Ж (4.111). (4.112). (4.93), 
(4. 95) (4. 96) 和 (4.113) 给 出 e、S, .i.F.G AC, 作为 了 ,7 ,的 函数 来 。 
函数 Cy 二 Cy(T,V,) 与 p= 二 p(T,V,) 相 互 不 独立 , 据 式 (4.103) 和 (4.107), 则 有 


(35+) " ЕЗ | | = 
对 如 上 第 一 式 求 9/9T ,第 = TA , 则 推出 | | | . 
ыш > | r| с (4. 114. 1) 

将 上 式 积分 , 则 给 | К 
о с, 2с Pri ый dv. ` (4. 114. 2) 


上 式 的 积分 是 在 工 保持 不 变 情况 下 进行 的 。 由 该 式 看 出 只 要 在 某 个 ve 的 条 件 下 测 得 
CP ,就 可 在 P 一 PT,Y. ) 已 知 的 情况 下 , 求 得 Cr, 从 而 说 明 O, 与 之 间 不 独立 , 事实 上 ， 
只 要 Cv 及 p 已 知 , 即 可 完全 确定 。 和 5 


‚тёз 27 4.8 具体 状态 方程 实例 


不 同 介质 其 状态 方程 是 不 同 的 ,即使 同一 介质 在 不 同 的 温度 .压力 和 加 载 条 件 下 其 状 
态 方 程 也 是 不 同 的 。 为 了 使 读者 了 解 和 认识 状态 方程 的 多 样 性 ,下 而 举 一 些 例子 。 
4. 8. 1 关于 同体 状态 方程 。” МОИИ 
对 于 固体 ， 人 六 
t+] > 19 
AF 090 Т=0 p=0 计 的 密度 ;和 B 为 常数 ya 称 作 热 脱 胀 系数 (coefficient of thermal | 
expansion) , 其 典型 363 10-4/°C+T 8 称 作 等 温 压缩 系数 (isothermal dokipiestih I 
coefficient) , ЗН 0901057 КАЕ, (对 于 高 压 下 固体 状态 方程 ,参见 12:18 я E 
4.8.2 ”关于 气体 的 状态 方程 Е ече ЭЖ za 


对 于 气体 ,其 中 最 简单 的 状态 和 方程 是 对 于 完全 气体 (Perfeet gas) 的 ， Ел 


ттм 


san 
а 


тесу pE 4, p = =. PRT = Ж Еа 


Hohe R 为， 


R es 


1. 986 ха Cal/g . °С 


其 中 为 气体 的 摩尔 质量 (mol)。 由 式 (4. 116) 推 出 


ат), т UP 


于 是 由 (4. 114. 1) 式 推出 
КЕР “д лч ау). 
Еа аЙ 
мв . Da т ес š I 
Cy :CHAT) ЕЕ е тое (4. 117) 


即 定 容 比 热 (Gv ! ыш с. 1 与 密度 无 关 , 这 就 是 焦耳 ( P. Joule) 的 实验 结果 ， 
将 (4. 116) 式 代 进 (4. .113) 式 中 给 出 C, 


| S йк | | | 本 | (4.118) 
将 (4. 116) 式 代 进 (4. 111) (4. 93) 和 (4. 112) 式 中 便 给 出 e. IMS. 的 表达 式 | 
| e= [с,4т + [z y 一 p dV. = = |car =eT) (4.119) 
je [с,ат + pV. о ат = СТ) 120) 
5..5 Та + Е Eo. ОА ык Л 
н (С, — Сәшу. ке A C4. 12D 
从 (4. 119) 和 (4. 120) 式 看 出 ， 对 于 完全 气体 内 能 与 丛 只 依 加 温度 了 ， туу. 无 关 。 
”根据 分 子 运动 论 (kinetic : “(molecular ) theory); 在 振动 (vibration) 态 未 被 激发 (non 
excited state) 之 前 ,对 于 双 原 FATMA Fi 
к C, = к 


空气 是 š N, аео, с, 不 为 常数 而 随 温度 变化 ,例如 ， 

> T 从 :300K = 1000K Bf, C,/R 从 :3. 506 一 3.979 | 
然而 在 温度 不 太 高 时 ， сыш 近似 地 视 作 常数 一 这 正 是 在 一 一 般 气体 动力 学 中 所 做 的 
假设 , 即 


2 Суг== const, C, = const L (4. 122) 
在 此 情况 下 ,从 (4. 119) 和 和 (4. О ЕЩ > 
e=CT ,i=C,T 5 (4.123) 


从 (4. 121) 式 推出 
S.= CylnT + КЇҺИ, + const 


= Cyln(TV… 1) + const = Суп s. + const 
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= Суп x 十 const (4.124) 


其 中 & 称 作 绝热 指数 (adiabatic exponent) 或 多 方 指 数 (polytropical exponent) , ЕЕ XF 
ке 1+0 (4.125) 
式 (4. 124) 就 是 在 气体 动力 学 中 常用 的 炳 表达 式 。 
在 一 般 的 情况 下 ,气体 都 可 近似 看 作 完 全 气体 。 但 当 压 力 很 高 或 密度 很 大 时 , 则 应 改 
用 其 他 状态 方程 ( 详 在 以 后 论述 ), 其 中 之 一 : 如 范 德 瓦 耳 斯 方程 (Van der waal’s 
equation), 它 为 | 


(pa) = ЕТ ` сч (4126) 
Etab 为 常数 。 当 a==5==0 时 ,该 方程 就 化 成 完全 气体 的 状态 方程 (4. 116) 
4.8.3 关于 液体 的 状态 方程 | 
对 于 液体 ,在 一 般 情况 下 ,液体 的 密度 或 体积 均 不 随 压 力 和 温度 变化 , 即 为 常数 
p = const (4. 127) 
TJ:;,C,=C,=C. = cont (KE, 对 于 水 在 15°C RF(C;—Cv,)/C,=0. ВИЕ 
 Тд$== де = šq = Сат. T 
ERASE EER OSAA RADE. 因为 在 这 各 情况 下 ,由 于 体积 不 变 ， 压 


力 不 再 做 功 。 i | 
对 于 在 深水 中 ， 有 时 采用 完 勒 公式 (Cole s formula), 它 为 е! 
Е а | z (4. 128) 


де ү 一 个 大 气压 下 水 的 密度 ,n 守 7,73000 大 气压 Gatmosphere)。、 
“ 如果 流 体质 点 在 运动 过 程 申 ; 它 的 密度 只 与 压 为 有 关 ; 而 与 其 他 热力 学 变量 ( 如 温度 、 


湿度 、 REDER, ENE аво fluid), кырса 
(baroclinic fluid) , 


ед 、 
ией ЕЙ ыны о нее 实 际 上 是 一 个 薄 层 区 域 ; 在 此 区 
域 中 物理 变化 过 程 ( 即 物理 报 的 变化 要 比划 层 之 外 的 变化 剧烈 复杂 得 多 :， .但 鉴 于 该 医 域 


很 窗 , 作 为 宏观 处 现 a 我 人 秋 考 虑 薄 层 内 部 的 情况， RAE AR ü s d£ 
p, 而 把 这 个 薄 层 视 作物 再 其 发 生 间断 的 一 个 曲面 。， К Anggi 
4.9.1 R ЕНЕ To 


ы йе а азии. 设 该 曲面 的 方 和 为 у 


? 1 F(x,t) = F (a, ‚+ ‚^3 ‚ї) = 


ао 


а т Eas +gradF + dz z s wasa 全 中 其 
ош 


2 十 gradF + . c 一 .0 c=% (4.129) 


由 于 在 上 式 * 是 取 在 曲面 上 , 即 跟随 曲面 运动 ,所 以 c. 是 曲面 速度 (参看 (3. 24) 式 ) 。 该 曲 
面 的 单位 法 线 为 
~ 要 Ре 

Е |gradF | 
于 是 由 以 上 两 式 推出 ` a 
ы | (4.130) 
ERKIN 称 为 曲面 的 移动 速度 。 由 于 在 曲面 上 介质 的 法 向 速度 w 为 


‚Ча т"У ° л. Є 


М = с•п = — 


于 是 推 出 ан ое а 
UAN u рат и, (4. 131) 


планавая. ВЕКЕ Ж ‚ЛЕШЕ, ИРЕ 
тА GN = 0 у U а. с. . Ç: (4.132) 
Ро 始终 由 同样 一 些 介质 质点 组 成 (这 样 的 面 称 作物 质 面 )， mense 
Dr =o. ' 即 此 曲面 相对 介质 不 传播 


уш к 64.133) 
4.9.2 在 间断 面 止 物理量 的 关系 ` > л КҮ тез 

Ета е "ABR. жнт 
TERURE, 即 物 理 量 穿 过 间 浙 面 的 跳跃 量 ，: ee | А 
如 对 于 物理 量 4, ЖЕШКЕ ЗЕ у 

Cg] — $-— $+ 

现 来 推导 物理 量 在 间断 面 上 满足 的 条件 .为 此 ，. 
我 们 在 间断 面 上 取 块 如 图 4.2 所 示 的 体积 , 设 间 断 
薄 层 的 厚度 为 NYEREK E”, 于 是 可 S t 
根据 基本 物理 规律 ,从 积分 形式 的 方程 把 间断 面 的 2 1 сзсз. 
条 件 导出 来 ; 现 把 质量 守恒 ;动量 守 位 和 能 量 守 入 三 
种 守恒 按 统一 решш М & Е 
积 视 作 介质 体 时 ， 则 有 i Dp z 


gf egdy = | sË C os | 2 (ordv + ф рожа | 


= | ecar Ë фа. . та (4.134) 


其 中 V 是 作为 以 表面 $=5。 十 $4 十 S, 十 S$- 为 边界 的 连续 介质 体 体积 ,n. 为 dS 的 单位 外 
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法 线 ,p 为 密度 。 而 其 他 的 那些 量 取 法 不 同 , 式 (4. 134) 则 表示 不 同 的 守恒 情况 ,具体 地 
33 = 1. G= 0、T 二 0 时 , (4.134) 表示 质量 守恒 。 
3 Y = v. G= b. r = > BÍ, 式 (4.134) 表示 动量 守恒 。 
м y= з + e, С = :у + е. п = У у – а 时, 式 (4.134) 表示 能 量 守 恒 ， 
现 考虑 跟随 波 阵 面 ( 即 随 间 TIND HYNE oV, R 它 的 随 波 阵 面 的 导数 (参见 
(3. 26) 式 ) ,该 随 波 导数 为 


р 2 сй 


ГЕ монии P+ 点 .了 点 ,还 是 P_ 点 其 速度 c 都 
一 样 的 , 即 在 薄 层 范围 内 < 与 x EX MERTA 
| dip? È _ 20Р) +у - рус) 
£ ww 
将 上 式 在 图 4. 2 所 示 的 体积 V 上 积分 


|, ar= |, “a+ | у “pvody 


EPE D | „|, ты 14 к > (pZc)d5 
将 上 式 与 (4. 134) 式 联 立 起 来 тананд 部分 的 积分 项 ， 则 给 出 
| ә dV 一 | podV = m +. 0) F Tr) dS 


лы He- TW + т)45 
SFS 


БЛ 
бт 


И Вее pg 一 让 十 四 4 04.135) 
erro i НИ 也 的 量 ,这 些 偏 导数 在 注 
вите", 本 大 人 之 积分 сањала сао). 之 外 ) 的 积 


ee МЕ. гт е Б 


%. асса e авла ино, ШОЧ? | 亦 是 数 
ж, ЙН ЕКЕ вура ЕЕ ро За ИШЕ О ЕШШ 
量 随 时 间 变 化 不 大 ， илья эя. т 


ар) y- 
dz 


A. 


Ету ee TE жуз Ия 


在 上 式 中 5, — ô ке SO st. Буы wy 0 SS, у. 
当 6 一 0 时 \У->0 E O 8 Д ka у=. 
于 是 给 出 ”. С. a Б шийше дык a 
о шга n° (е — + m, й (бс — n +m, 0. е РР 
从 而 推出 | с. с, | 
[ogUy+Ar=0 361) 
o o [WUJ ti 0 629 


ТЕ мз. кй Wo ra эрке ш pi 
- р S Ta zi 


` 


U=n' eono kis ataga | Е (4.137) 
34 ар==],т=0, AAC. 1365 ЕНЕ E i 
[U]=0 о. озго ss з 5 5 0188) 
亦 即 p- U рұ U, = 0 
X у, т , 则 大 (4 136) 式 推出 动量 守恒 š 
2. [A] на [23 =0 (4. 139) 
亦 即 | б-0-›- 一 p+ U n+ e G. 2) =0 


є у= 1 pe r= уа B MAC: звена ss u. 


[wl Ше ли Sis Ë МС (4. 140) 


亦 即 Pa 7А É Lut 4 e- — р» U, É 2 ++ га) 


让) (аур аф)) = 0 
3% (4.138). (4. Р MORTES 般 连 续 介质 问题 中 ， 间断 面 应 满足 的 条 件 。 关 于 
a; 请 看 式 (4.53) ” 


x Г] 
> aat ` = APE taa *. A s А К . - `. “+. А = - . А - ре 
ате те 55 ë І р о еа Е бм ые СЕ, с. x, r, 3 P М { у оч. 

`. ткы hi оо eS a l, lut saa tak apan P Y E сам RA 人 A ва У S E EE, ` 
' xz яз. y Ë - 
1: Ж ЖИЙЕН ТА H | 

М. 4. 1-7 АЎ а а riy l St y P ¿eqe 

с ` ИЕТ ` р, . . чч =" ЫЧ > DN elo ata Waer <... a `... 


Suwa mman | 
у? О prita = = ахахах, | 
其 中 P 为 初始 (二 0) 时 密度 ， X aE E , ИЕ 
4.2 ” 按 直 接 展 开 的 苏 法 ,证 明 恒等式 P 
РИС = 5, 
4.3 对 于 刚体 绕 坐 标 原 点 旋转 的 速度 由 下 式 给 出 
Vi = Є; 


证 明 式 (4. 31) 可 以 化 成 :请 Cor1), 其 中 惯性 张 量 失 之 分 量 Г, 
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А КЕЗ 


7 = |. бб кр ЧУ 
ip 


4.4 “对 于 上 题 的 刚体 旋转 速度 ,证 明 (4. 4) 式 的 动能 积分 可 以 化 成 对 于 刚体 中 的 一 


化 
K= > 


4.5 “在 介质 中 某 一 点 上 的 变形 率 张 量 B MEIKE УП F 


1 6 4 
B = Ве, = |6 3 2 
Е. 


4 о. JJ 
У = РР = 0 =< 7 


确定 在 该 点 的 应 功率 Bijo;; 的 值 。 А 
4.6 如果 应 力 张 量 的 分 量 o=- pòp 为 一 个 正 数 。 证 明 应 力 功率 为 
20р 
В;;@:} р Dz 
4.7 ”如果 热传导 服从 傅立叶 定律 :a 一 一 MradT RCA 58054, Шы тра с-а 


о = (— 


其 中 4* 和 jp* 为 常数 。 请 确定 能 量 方程 的 形式 ， pr PELA 
4.8 ”对 于 应 力 张 量 的 不 可 逆 部 分 为 P = BPaBuo ,请 确定 以 B 的 不 变量 表 不 


4.9 证 明 下 式 
D (2а) = CE ier + 2 ав аа ур 


其 中 4。 是 密度 ,a; 为 加 速度 分 量 ,wo 一 we; =+ xv. В 
4.10 ”如果 有 -个 二 维 不 可 压 (Do/Dt 一 0) 定 常 波动 ,其 流速 的 一 个 分 量 ”， 


A 
VI xz + 25 


Ў о, Ж x; $h F v=0, ЖЕ v; F 同时 证 明 该 流动 无 旋 且 流 线 为 图 。 


4.11 以 入 卡尔 兴 标 表述 的 连续 性 方程 如 下 
/ WET 2 зерта 2. (ро,) = 0 


ге + {трт + S (eos) + r £ (eo) = 0 


Д о, ово, IRERE: y РРА 
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第 五 章 ”本 构 方 程 


5.1 控制 方程 组 .本 构 概 念 、 变 形 梯度 


5.1.1 连续 介质 运动 的 控制 方程 组 
根据 (4. 4)、(4. 24) 和 (4. 58) 式 以 及 (4. 53) 式 与 (4.72) 式 ,给 出 描述 热力 学 介质 的 方 
程 组 归纳 如 下 


Ву 


= ор + div> 
(5.1) 
De с 一 dva 十 和 :了 B 
p р; pg I 
а = — AgradT 
ыу | “р TT. + аут > 0 E n (5. 2) 
据 43-48) 式 ， ИЯ ЕЙ В, 为 | 
ИУ p/w до; | | А: 


式 (5..2) 是 个 限制 性 方程 ,一 般 对 求解 无 帮助 。 除 了 该 方程 外 , 式 (5.1) 和 (5. 3) 共 有 14 个 
方程 :而 未 知 函数 却 有 pvo Ву, Те 共 21 个 зеления ите 


式 的 状态 方程 以 及 一 个 含有 六 个 分 或 TEMENE, 其 状态 方程 为 从 方程 为 
е=е(У,,Т) = «Т т с: (5.4) 


б тан ЕГ m 
DETETA 关系 (constitutive equations or relations) , 它 是 反映 介质 宏 观 性 质 


映 介 / 质 纯 力学 性 质 的 关系 。 kurapa ERS K, 如 
i HERU (Hooke’s law) ». 


人 历史 和 温度 的 高 人 


ы. та ERE и х 


Lr anomna arenans at 


> b 
` ` 
ММ Cha а ире кү `= i -i 4 
Ema 51 '® ад „_ ü ` 2 рі р. r. - М 
"3-4: Кг т га Bh s A. se ЗУ ри. СЫ 
ата uat ii £ t SESH e ҮС. НА Nasad THN SE у 
Ы ` 


5.1.3 运动 与 历史 | 
构成 物体 多 的 各 个 质点 X 的 运动 由 下 式 描述 : 
x=vx(X,) 或 х= x,(X,t) (5.5) 
上 式 中 的 X 是 质点 在 某 个 时 该 的 空间 位 置 矢 量 。 x Xi X 的 一 阶 偏 导数 称 作 变形 梯度 


(deformation gradient), BD 


Е = y 或 Ру = 3X, КОШ (5. 6) 
质点 的 运动 速度 "为 | 
у= 20,015 = Р 或 u= 09 2, (5.7) 
RG. D EPER, ЛЕВО ЕЕ ЧГ НАТЕ J 不 为 零 ,J 定义 作 
О J K 去 det 本 (5.8) 
根据 质量 守恒 ( 见 4. 13) 式 ) 则 有 | 
J = ‚% (5.9) 


p 
其 中 o, 28 t 时 刻 介质 的 密度 。 为 了 保证 介质 在 一 个 有 限 域 中 永 不 消失 或 不 变 成 无 限 大 ， 
以 及 介质 在 一 个 区 域内 永 不 翻转 (质量 不 会 变 成 负 值 ) ,所 以 J к 
| 0<J<c : | Е (5.10) 
式 (5. 5) 表 示 了 连续 介质 体 Z 中 的 每 个 质点 在 任 一 时 刻 的 位 置 。 质点 从 过 去 到 现在 
的 运动 历史 现 用 х 表示 , 它 为 | 
y = ХХ — ° J; ` престе «8 Pre gi 
参数 4* 称 作 流逝 的 时 间 Celapsed t time), AG 1683889 5i EEE T ENNEA, 
直至 :一 一 co 的 情况 。 — л у Ee МА 
5.1.4 变形 梯度 的 极 分 解 、 _ TEE CPN T 
变形 梯度 下 可 以 被 唯一 地 分 解 成 为 一 个 正 交 张 量 R 和 一 个 正定 的 对 称 张 量 U (sk: 
VRE | ER 
1 
这 种 分 解 称 作 极 分 解 (polar decomposition, R 称 作 正 交 旋转 张 量 с rotation 
tensor), U 称 作 右 伸 长 张 量 (right stretch tensor) , V 称 作 堪 伸 长 张 量 (left stretch tensor) А 
总 之 U 和 VV 均 表 示 变 形 伸 长 而 无 旋 。 转 例 ， 如 一 个 物质 线 元 在 变形 开始 时 为 ax Bli 时 刻 
ж, dx. 根据 (5. DR, dX 与 dz ` Е 


ах = . dX = F. е : i H4 pP x з 6. кз 

利用 (5. 12) 式 ， 上 起 可 以 写成 52. 
ах = (R - U) -dX = Е. .U. dX =R • (U - dX) ` | (5.14. 1) 
ах = (Y R) ах = V.-R-dX= V .(R -dX) ` 22005.14. 2) 


式 (5. 14.1) 表 明 , 线 元 dX 一 dx 的 过 程 中 ,dX 先 变形 伸 长 ,然后 再 将 这 个 已 伸 长 的 线 元 再 
旋转 ,而 (5. 14. 2) 式 表明 线 元 先 旋转 , 然后 再 伸 长 。 
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在 如 上 的 分 解 中 规定 R 只 表示 旋转 。 如 果 一 物质 线 元 dX—dx 只 作 刚体 旋转 , 则 应 有 
U=1, 于 是 据 (5. 13) 式 则 有 | 
dz? = dx -dx= (R - I- dX) • (R - [ * dX) 
= (R + dX) » (R + dX) = (R + dX), + (R + dX) 
= dX * R. + R -dX 
而 作为 刚性 旋转 又 应 有 ， 
Эз оошо ЖЕ. n M а= = ax: Bn dx > dx Е ОШ E a e р A 
ие I т ы сус, 
К.-В = 1 (5:15.1) 
即 R 是 正 交 张 量 
R. = К^! (5. 15. 2) ` 
根据 (5. 15) 式 , 则 由 (5. 12) 式 推出 


-FF 或 О=укЕ 610 


1 
注意 ,F 和 RR 为 二 点 张 量 ， U 为 物质 张 量 ， V 为 空间 张 量 ， ш “ Е 


5 J дх. л А 
ш А к Р T k к ‚Её: = =] el, 


U = Е аот УА 
ХУ = уе, i | 
е, элне HERR, ,为 物质 坐标 系 的 基 矢 量 ， 


5.2 sam -~ 


5. 2.1 决定 论 原 理 

决定 性 原 理 (principle of determinism), ,是 指 ж | 
л аст з. Ее 时 刻 的 状态 响 “ 
应 (如 应 力 工 .温度 7 了 等 ), 它 除了 依赖 太 A 之 外 ; 
还 同 Z 中 所 有 的 质点 "有关, 而 且 还 取决 于 :之 
Wi 3 Pr 8 Ж =, ШИКЕ Е POS 8938 31 3. айй; Еи ОЬ 
Яды RREME, еш ж эшш | 
E е 或 о 
т? ЖЕ В 


А Ta 
“usu с 

YE < бе 

we ARARAT RRS ari сш 


从 G. 19) 式 看 出 ， ш X @ sC IK PB x , jk PE Л PR bk fk ЕДЕ 39 Ж Cheterogeneous 
body) ,对 于 这 样 的 介质 体 即 使 各 个 质点 的 力学 史 均 相同 ,但 质点 不 同 , 其 响应 也 不 同 。 如 
果 对 介质 体 中 所 有 的 质点 ,只 要 历史 相同 ， 其 响应 也 相同 ， 这 样 的 介质 体 称 作 均 质 体 


(homogeneous body), ARIZ BE SUREE а Y =й. 

5.2.2 局 部 作用 原理 

ТЕТ of local action), annm 多 中 质点 x 的 响应 并 不 依赖 2 
中 所 有 的 质点 ， 赖 变形 梯度 。 对 于 这 样 的 介质 体 , 可 
以 假定 泛 函 ZIUR 


У = Y (F',X,t) | ту, 1 65.20) 
其 中 


EEE AE " удае — -9.; бүз жш ‚#- кл e `, r= со": 
F = s * X t — t )| CX r rt) es. 《5..21) 


在 这 里 FF 是 直到 时 刻 的 变形 梯度 F 的 历 中。 二 * 
如 果 材 料 ( 介 质 ) 仅 依赖 变形 梯度 .F* т клк XX, 这 样 的 材料 称 为 简单 材料 
(simple material) 。 即 应 JD... К | SEE 
r е ку | |  GS.22) 
对 于 简单 材料 ,本 构 泛 项 соза ае ЕЕ” ЕЕЕ, РЕЗ ЗЕЕ 
(从 而 下 在 物体 中 处 处 为 党 党 数 ) 的 实验 来 测定 。 
5.2.3 ”衰减 记忆 原理 
衰减 记忆 原理 (fading memory principle), Алира 
浙 淡忘 , 即 介质 的 行为 发 生 的 越 早 对 现在 影响 越 小 ,只 是 近期 的 发 挥 作用 ;也 就 是 依赖 于 
对 时 间 的 变化 率 。 对 于 该 种 介质 ,本 构 泛 画 和 可 
Е Ў (Е, Е ,Xt) (5. 23) 
如 果 介质 又 为 简单 材料 ,其 本 构 现 为 | 


у= (ЕЕ) O ось КВУ 


раяля Raftaar, анхаа. | 
= а ЕСО n (5. 25) 


5.2. 4 标 架 无 关 性 原理 | 

所 谓 标 架 无 关 性 原理 Cfralbe-indifference а )， 亦 称 客 观 性 原 理 Cobjectivity 
principle) ,是 指 材料 (介质 ) 的 响应 不 受 参 考 标 架 和 时 间 之 选择 的 影响 , 即 只 要 保证 在 变换 
”时 其 距离 .时 间 间 隔 和 时 间 的 取 问 保持 不 变 ,本 构 方 程 就 应 不 变 。 这 种 变换 具体 如 下 


x =A) х HTU) (坐标 系 的 空间 变换 ) (5. 26. 1) 
и = = 2, ИСЕ _ (5.26.2) 

其 中 A 为 上 时 刻 空 s 间 标 架 绕 原 坐标 系 原点 旋转 的 变换 张 量 , 见 (3. 23) 式 , 即 
А = ае! , A. = А! (5.27) 


式 (5. 26) 中 的 TQ) 是 原 坐 标 原点 的 空间 位 移 ,io 是 个 任意 取 定 的 时 间 。 按 (5. 26) 式 ,显然 
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保证 了 两 点 间 的 距离 不 变 、. 时 间 间 隔 不 变 , 即 
р | = [x= x,|| к р Еу, 
中 时 间 平 移 
按 (5. 26. 2) 式 的 变换 原则 , 取 =, BI и =0, 即 把 时 间 的 坐标 原点 挪 至 现在 ,于 是 应 
дй PP IRB t, 如 式 (5.19) 在 新 的 从 标 下 写成 
у е | "хе ао, =r 2х,0) 


— t" =t 0 > t > — оо 


于 是 应 力 泛 消 表 成 

Z= È CX" t), X) | 6.28) 

当然 (5 20)— GS. 25) 式 中 的 : 亦 随 之 变化 现 应 写成 Н 
r= Ў(Е',Х) (满足 局 部 作用 原理 ) С. 29) 
Е = =,D соо (5.30) 
сакс Хе) (简单 材料 зр 
х= БВ) 《衰减 记忆 的 简单 材料 (5.32) 
5 = 2 (Е,Х) (满足 局 部 作用 原理 、 无 记忆 材料 ) (5. 33) 

四 改换 空间 坐标 系 - 


现 将 =, 坐标 系 改换 威志 坐标 系 ， 变换 按 (5. 26. e 但 按 新 的 时 间 原 点 取 法 。 变 换 若 
对 现在 ， "НЕНТ, 则 'z<<0。 从 而 对 于 现在 时 刻 式 (5， 26: 1) 写 成 


© Y = AO) ex) ++ т(00)=А+зх+т . (5. 34) 
тилилин naik 据 (5. 29) 式 ， 其 应 力 在 新 的 坐标 系 为 
== 5 (Е'*,Х) 
= (А. . Е ,X) = (А. Ri.U,X) . (5. 35) 
对 于 满足 局 部 作用 原理 且 无 记忆 的 介质 体 ， 其 应 力 表 成 ( 见 (5. 33) 式 ) 
| У = SEF, X) = Y (A < К +U 2.93 | (5. 36) 
}ў кинали, 当然 不 因 空间 坐标 改变 而 改变 , 因 因而 有 
ТТ x n 
| O' ij = a,a;,G,, | | (5. 37. 2) 
或 写成 | „= ж = I 
T Ге Da | >=А+},А, ИХЕ (5. 37. 3) 
ЖЕН N x 


N. YUS аЙ 


由 于 上 式 对 于 任意 旋转 的 标 架 ( 即 对 任意 的 正 交 张 量 维 都 成 立 ,因此 将 A 取 成 正 交 张 量 
КОЖ. С5. 15)5Җ) HKE R. 亦 成 立 , 现 取 2 уе 
ASR с 65.40) 
将 上 式 代 进 (5..39) 式 中 , 则 给 出 . s sh sma А. 
E= R- За), бзр 27 . . 6. 11) 
N S E ОТ 由 此 可 见 , 利 用 标 架 
无 关 法 则 可 使 一 般 形 式 的 本 构 泛 函 得 到 一 定 的 简化 ， 当然 对 其 他 那些 本 构 原理 的 作用 亦 
是 如 此 。 oy 
5.2.5 热 的 历史 、 等 现 性 “ е : 
如 上 在 论述 本 构 公理 时 其 介质 体 的 响应 字 均 作为 纯 力学 过 程 ， 不 涉及 热学 过 程 .这 种 情 
形 只 有 几 种 有 限 的 情况 下 才 成 立 ， EARE RAAT, RAA ERRET TNA 
略 ， 于 是 任何 的 温度 变化 都 不 会 影响 为 学 的 响应 ,从 而 不 需要 在 本 构 关系 中 对 温 庶 予以 考 
虑 ,这 样 的 理论 为 纯 力学 理 纶 (burtely mechanical theory), 这 种 理想 化 的 材料 称 作 力 性 材 


\ 227 ` 


料 人 piezotropic materials) 。 

对 于 实际 材料 ,只 有 在 温度 变化 相对 较 小 时 才 接近 于 力 性 材 料 , 在 绝 大 多 数 情况 下 是 
不 成 立 的 ， 必须 把 温度 T 看 作 一 个 独立 变量 ,材料 的 响应 依赖 于 它 的 热 历史 (thermal 
history). 因此 在 本 构 关系 中 ， x были. o s r Dn 
(5. 19) 式 应 旋 变 成 ss Da E 
| Са > Q: 一 ку ==" ),Х,2) Э 6. 42) 
лл... ссе ж Чу Кы U 

- 同 纯 力学 响应 RRRA, жака AERA EE ATF DRAE 
点 的 力学 史 和 热 历史 ， РТИ 这 样 ， 如 上 的 本 构 泛 函 可 以 简化 为 


к» ча” % e 
`”. le = ` 


| хет СОНИ (5.43) 
其 中 | 

| F' = зрг8а: „st =t" oli, -全 cv 一 TI (5.44.1) 

(сет. att’ -| атк, 2" ) (5. 44.2) 

тоа 24У еса 75.44.3) 


为 了 使 用 方便 ， 有 时 把 上 式 中 的 温度 T 的 物质 梯度 Ak 换 成 空间 梯度 A', 由 
下 式 给 出 


/r= TX = g" y = атха — t"), 一 9 
t əx i ; 
= Е 局 ыз (5. 44.4) 


由 此 看 出 ,将 改换 成 Л 并 不 增加 (5.43) 式 的 的 自 变 函数 , 即 УТ КОШ ИЛЕШ y Яй, 
外 还 依赖 FF、T'、A. 但 有 人 又 作 了 进一步 简化 ,将 依赖 历史 的 温度 空间 梯度 N 取 成 现在 
值 , 即 令 =A=ACX) ,不 依赖 历史 。 
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如 果 所 考虑 的 材料 不 仅 满足 局 部 作用 原理 ,而 且 还 是 均 质 材料 即 简 单 材料 ,根据 标 架 
无 关 原 理 , 可 将 时 间 坐 标 原点 移 至 现在 。 从 而 (5. 43) 式 中 不 显 含 ,i, 于 是 (5.43) 和 和 
(5. 44) 式 可 表 成 


y = Y (FTA) (5.45) 
F = 0,0) | | (5.46.1) 
T" = Т(Х м) | (5. 46. 2) 
ат 
A= AG) = 5 (5. 46. 3) 
хє, жиза оо (5. 46: 4) 
不 仅 应 力 泛 函 可 以 简化 成 (5. 45) 式 的 形式 ， 而 且 对 于 考虑 热 和 力 并 存 过 程 的 其 他 重要 量 


ШШ} S. ,自由 能 f 和 热流 和 失 量 等 ， 按 等 现 性 (equipresence) 原 理 ， ЊЕ АЈ РАЛИ 
AH 7712. РА ВАЕН А, 82, 归纳 如 下 
S=} (FTA) 
a = а (F ,T A) 
w (5.47) 
f = f GE: ,T* , A) ы. 
S. = S, (ЕТ, Л) | 
ИРЕ ТЛ 105. 46) 307. ОЕ, ЛОНА Л 取 成 物质 梯度 Aa; 同时 在 
(5. 47) 式 所 示 的 泛 函 中 还 引进 内 变量 。 -本 书 有 时 也 这 样 做 。 ) 
RG 47) 是 关于 考虑 过 程 的 力学 史 和 热 历史 ， 且 满 足 局 部 作用 原理 的 均 质 材料 (连续 


介质 体 ) а s 它们 将 作为 之 后 研究 各 种 特定 材料 (介质 7 模型 的 出 发 点 和 
基本 原则 。 


5. 3 aici 
 ATREHNANSRENNERA EME. i 因此 (5. 47) 式 所 示 的 应 力 泛 函 、 自 由 


з. З тс Ш? 函 都 变 成 为 现在 时 刻 的 变形 梯度 F ЙЕ Т 和 温度 梯度 A 
Wraak WA 


TN 
A 
: Pi оо . f k т A (5. 48) 
= (Е,Г,Л) E в 
Ls. = = SKF, T A) 


5. 3.1 炳 不 等 式 对 本 构 方程 的 限制 
据 (4. 72) 式 ， 热 弹性 体 的 炳 不 等 式 为 “ 


上 式 可 以 化 成 С | ги К 


Ел L. — pg + diva — а+ыз4Т>®0 i 50) 
而 根据 能 量 守恒 方程 (4. 58) 式 有 | 
| “pp upa 9 5 (5.51) 
将 (5. 51) 式 代 进 (5. 50) 式 中 给 出 
pT — ре в.з Да. gradT >>0 О (8.52) 


根据 (4. 95) 式 ,有 
| D Ёз. эе ОРООНО 7 
D: D T D —5. ВЕ ИМ (5. 54) 


而 根据 (5.48) 式 f 的 函数 依赖 关系 ,有 
Df _ əf ОЕ, Af DT | 9f DA: 


Dr aF, D: T ӘТ De T aA D: 0) 
PA 69 = ре = 9% 
De Del aX; ƏXA Dr] ӘХ, 
фе 7 әх, ӘХ, "уа О a и 
а 480%, 65. 52) 式 中 的 B: 三 可 以 写成 о 
САИ 2а) a = @. до: | | ahi É М 
В: 5 = Bo == 2 ца + т; Oa = од Jr: ч, (5.57) 


将 (5.54) 一 (5. 57) 式 代 进 (5. 52) 式 中 ,给 出 


af\ DT / DA qa. 
[oa – PF; 2) 34 — pls. +T) D: Pah p Т 81891 之 0 (5.58) 


在 上 式 中 oT A 作为 xz 的 函数 形式 并 未 指定 , 即 3 013 mA E REER, 
而 这 些 量 前 面 的 “系数 "是 由 o, 7.5.0 及 其 它们 对 忆 了 和 A 的 атаган тп 
of.S..p 作 为 Fj、.T 和 A 的 西数 具体 形式 闪 未 确定 ,区 РТ Dr ZKR W 


tan D: 

响 "它们 ,，…… 。 监 于 这 种 情况 ,要 保证 (5: SORRE 28. DT акабаи 
零 , 于 是 推出 

Ü; — DR JF = 0 

əf О 

S +j = 0 - . (5. 59) 

af _ 

ӘЛ, 0 
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Ө 7 < ртаат > 0 (5. 60) 
ДЕ (4. 53) 
| а 一 一 AgradT, А> 0 
所 以 式 (5. 60) 大 于 等 于 零 是 永远 成 立 , 不 管 T 如 何 取 。 
由 (5. 59) 式 推出 如 下 重要 结果 | 


A А 
f == f Ct' F) =g (T,F), (与 A, 无 关 ) (5.61) 
5. == 2f “(参见 (4. 101) È) (5. 62) 
i 
А | 
On = phy x. (5.63) 
ij 


5.3.2 空间 各 向 同性 

空间 各 向 同性 (spatial isotropy) 亦 即 标 架 无 关 性 。 现 在 焙 不 等 式 限 制 的 基础 上 ,再 考 
虑 标 架 无 关 原 理 对 本 构 方程 的 限制 。 

由 (5. хыя, 在 空间 坐标 系 ер 


у= С.Е), Ру = 5 | (6.60 
人 系 (参见 (5. 26. DR) 
s. L'i = аъхь + x; (5. 65) 
则 式 (5. 64) 在 新 的 坐标 系 下 为 
f= } (T,F';), Е. = aF; (5. 66) 
JAG. 64) #105. 65) 式 推出 
у= Т.Е) = f (T raaF) (5. 67) 


据 (5. 12) 式 ， r i nons, 给 出 


f = f (T, aRU 21 (T, А -` R + U) 
a es D o s ма 


J= f (T,U;) = F (T,U) (5. 68) 
Amike ВНЕ f uj fE 22 hc yK Et АЈ РАК, П = ДЕЕ ЕИ R 无 关 。 
| 在 此 引进 一 个 张 量 G 一 一 ( 右 ) 格 林 变 形 张 量 (Green， s deformation tensor), L= 义 作 


G 一 U =F,- .F, Су = Fn Faj = G; (5. 69) 
由 上 式 和 (5.68) 式 可 知 ,f 也 作为 СН РЕК. BA 


将 了 上 作为 G 的 函数 , 则 — 


F, Ga IF; = ӘС IF, I Fa) 


== АСЕЛ +, Хьдьдһ) 


= 2F;, 97. (5. 71) 
将 上 式 代 入 (5. 63) 中 ,给 出 
a = 2PF yF a (5. 72) 


同 理 ,对 于 (5. 48) 中 的 热流 矢量 a 使 用 各 向 同性 原理 ((isotropy КО 并 利用 
(5. 49) 所 定义 的 G， 则 给 出 f 


а = Ryå (T, 3,Gnm) (5. 73) 


注意 在 上 式 中 ， 对 于 温度 的 梯度 是 物质 梯度 ， к ми 

205.70), (5.72). (5. 73) 和 (5. 62) 构 成 了 热 弹性 体 的 本 构 方程 。 

5.3.3 ”弹性 体 的 应 变 能 
| 现 引进 一 个 新 的 物理 量 一 单位 物质 体积 的 TJ 应 变 能 (strain energy)W , E t= 与 (5. 70) 式 
的 自由 能 有 如 下 关系 5 ра: 

= pof = bf (G; ) : | G. 74) 

在 上 式 中 没 考虑 了 与 了 的 关系 ,m рыба ЕНИН 关于 W 为 何 可 视 作 弹 
性 应 变 能 或 称 弹性 能 ,将 在 下 面 看 出 。 | 

据 (5.74) 式 ,W 当然 作为 Gs 的 函数 ， 对 (5..74) 式 两 边 求 偏 导 , 则 有 


W _ 3 
IG jz Е IG jr | | | | 4 и 
ВУ = W (G; RR Spa _ | | | 
| DW | W .aGm ,DFy 
à 26, ` aF; D p Che aspi a , (5. 76) 
参照 (5. 71) 式 ， ERRA, aF, Гб рў, 
| MW Gan _ 2F SW 
є Gma 9F; — * ӘС 
而 DF; D| əz.| _ дш до; 


Dr ~ Di\ax, aX, = EM аде 
利用 如 上 两 式 和 (5. 75) 式 , 则 (5. 76) 可 写成 


. DW i If.. 
D = poFaF э T 3G № 


利用 (5. 72) 式 的 结果 上 式 可 写成 ， 
Dw _ ад, = = s t В (6.77) 
在 上 式 中 了 为 变形 速度 张 量 , 亦 即 应 变 率 张 量 {e;}, 即 有 
B= Вб, В, = за + =: = 
利用 如 上 关系 ,(5.77) 式 写成 
Dy = pire (5. 78) 
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设 V 为 弹性 体 变 形 前 的 体积 ,V 为 它 变形 之 后 的 体积 。 根 据 (3. 82) 和 (4. 13) 式 或 者 直接 
运用 质量 守恒 ,应 有 


бау, — odV (5. 79) 
将 它 代 进 (5. 78) 式 中 ,给 出 
DW av, = == GinEmdV 


将 上 式 积 分 ee с ш 

| оё,ау = [| Wa, = Н Wav, (5. 80) 
从 上 式 清 楚 地 看 出 W 的 物理 意义 ,W 为 单位 物质 体积 的 应 变 能 ,应 力作 功 的 总 和 等 于 总 
应 变 能 的 增加 ， 
” 在 引入 W 之 后 ,利用 (5.75) 式 可 将 (5.72) 式 改写 成 


" IG jn 


в = 2 ЁРЕ, SO- | (5.81.1) 
或 写成 
у=2ЕЕ.М.Е, . (5. 81. 2) 
фо : 
其 中 el Е ir 
N= {ш O 0901 (5.82) 
注意 С„=Су. | 
对 于 小 变形 的 应 Кие ( 见 12. 4 节 ) 
1 9) 
e; = |: `+). Е к с 
其 中 t = х; — X; х = X; + u, 
由 于 为 小 变形 , 则 БОА С 
|&;| <1, В | «1 
从 而 推出 коз кс 
ОЮ W "ому ЖҮРӨ ә ? °: 
7 Е, = x = xË +X) мл че 
:于 是 (5. 81. узай | z | | эго 
a=, „ш; O О 


Fs ' Po 2С, 
而 握 (4. 13) 式 | 
б 一 Jo, Ј == EJA == 1 


根据 上 式 , 式 (5. 84) 变 成 pang qY ЧН RBF 


HPE ATARE ToO S. 


En = r — би) K л 


利用 上 式 , 可 把 (5. 85) 式 写成 


aW Wu 
FS ШЖ ЖОЕЛ 5587) 


”这 就 是 对 于 弹性 小 变形 ,其 应 力 与 应 变 能 之 间 的 关系 。 
5. 4 物质 空间 中 的 各 向 同性 弹性 体 


对 于 物质 空间 各 向 同性 的 弹性 体 ,应 变 能 W 的 数值 不 因 物 质 坐 标 系 X, 旋转 而 改变 。 
设 物质 坐标 XX: Ш 


о = 


"=Q X,  Х'=0.Х Е (5. 88) 
其 中 Q 是 正 交 张 量 
о = Q., |Q| = 1 (5. 89) 
q = 0,11, | | 
| Г = Xå, (5.90) 
和 = ХҮЙ, 
Жр P 和 ji; 是 新 旧 物 质 坐 标 系 中 轴 向 单位 矢量 。 
在 新 旧 物 质 坐 标 系 干 的 变形 梯度 
kes l. z pus 9 = Е' ©» 65.91) 
к = Fyeh, , Ез = эу, = Fa ш (5.92) 
Фа ИИ = ВА, IBD ЕЕН | 
Е=Е.0 , Е=Е:0. , Е. = 0-Е (5. 93) 
根据 (5. 69) 式 和 上 式 ,在 新 旧 物 质 坐 标 系 中 的 格林 应 变 张 量 为 W. 
| G=F F | (5. 94) 
G =F, = (Q ° F.) ° (F + Q.) = Q ° G · Q, дл, . 95) 


由 此 看 出 ， Gss ср G 按 二 阶 张 量 变化 规律 变化 ,这 与 它 在 空间 坐标 系 
发 生变 化 时 不 同 ,在 空间 坐标 系 发 生变 化 时 , 它 按 标量 的 变化 规律 变化 。 

根据 (5. 74) 式 ,应 变 能 W 只 是 格林 变形 张 量 的 函数 。 由 于 W 是 标量 ,所 以 根据 物质 
空间 各 向 同性 的 假设 ， W 在 新 旧 物 原 坐标 系 中 应 该 相等 ， 即 


w (G) = w (G') (5.96.1) 


亦 即 W (G;;) = y (С',) 00.96.2) 
其 中 G';j x= Qim „С 


由 于 标量 W 作为 物质 张 量 G 的 函数 , 当然 W 亦 可 看 成 为 G ЮЖ I. I, IRK 
数 , 即 有 | 
W = (С) = W € 1, !, ID (5.97) 
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其 中 
I = trG = Gu 


I = < É — С°) 


(5.98) 
e. = 1 а с 1 2 1 3 
detG 6 I 2 Ir G° + 3 trC 
由 于 
д] ӘС 
Ga re == ада сш Ó;; 
KOP PE _ 26, IG ns 
се J == JC, СО" = с + Gim а; | 
= 2 (um )Grm == 2С; | (5. 99) 
д _ 9 _ Сы 
= 3G;,G;,; 
利用 以 上 诸 式 , 可 从 式 (5. 98) 求 得 
291 _ 1 2 ¿r 2 _ aea I 
=; G! trG’) 12; — Gi; 
ФЕ l. rÍ ve 91 _ l 9 м, L903 
G, 24 | пс?) ӘС, 2 te ) + 3 о ушы ) 
= Jó; 一 С, + Саб», 
| (5.100) 
利用 (5. 99) 和 (5. 100) 式 ,可 从 (5. 97) 式 求 得 偏 微 商 
ау ай әт, Әй әл, MW a 
ӘС; 1 26; әй GG; 9 G; 
кот тү. 
- — T Г + Di д; 
Ви ЯУ |с, + 97 
әт Тәк!) co 十 әў “Сн 
于 是 据 (5. 82) 式 , 则 有 | 
on es ү [элү sn о | 
N= [5 十 r + br |! [ər Тәк) Тоң (5.101) 
在 此 引进 一 个 量 一 左 格林 变形 张 量 P, 它 定义 作 Е 
| P =F °F. (5.102) 
则 有 SSS a ДОУ 
| P2— р.р (Е.Е) ° (F - F.) = F ° G · F. (5.103) 


P: — P + P - P = (Е.Е): (Ë + F.) ° (Ë + F.) = F ° G + F. (5.104) 
而 据 (4. 13) 式 , 则 有 | н 
ЖИ. Ж Ро = pJ = pdetF хо ы: ИШ 


Ш= detG = det(F. • F) = (detF?) (5. 106) 
由 (5. 81) 式 ,已 知 应 力 张 量 re 


= 2 Fa М.Е, 
将 式 (5 101)~ (5. ота 


ЕЕ == 


х= 2815 va É + je (Ejea 3 ps] (5. 107) 
由 于 G 的 不 变量 I 、 工 、 的 不 变量 ， ARNE- ERREN, 有 
P? = Ір? 一 i. СИИ (5.108) 
将 上 式 代入 (5. 107) 式 中 得 到 . gen | 
у= 21 [z 5 ЩИ т |> aes] (5. 109) 
将 上 式 改 写 一 种 形式 为 ` И Е Е 
> = al + аР + iP? ио (5. 110) 
其 中 
Qo 一 2 E 
a = 20} ҮРПҮ) 2 SuD 
xz =— 2 É +99 - | 


HFW 作为 P ИЛЛЕ ЖН РЕ К, ИТЕ asa) Ta, ШР 的 不 变量 м КЕЛЕЕ 
度 的 情况 下 ， sn son 为 张 量 的 一 种 形式 | 


5:5: BER- RISHNI 


前 几 节 研究 了 儿 种 满足 局 部 作用 原理 、 无 记忆 的 均匀 材料 本 节 仍 研究 这 样 的 材料 ， 
但 它 有 记忆 。 据 (5. 47) 式 ， 其 应 力 本 构 泛 函 为 
y = Ў(Е',Т',Л) u WESA: 

现 考虑 的 材料 虽然 有 记忆 ,但 都 是 短期 记忆 ， 如 粘 弹 材 料 : 粘性 流体 等 。 由 于 短期 记忆 ， 因 
此 可 以 将 本 构 关 系 由 依 吏 历 史 简化 成 依赖 现在 时 刻 的 随时 间 的 变化 率 ， Шен ыы 
РИЕТИ а a 

z=% (Е,Е,Т,Т,Л) 
如 果 温 度 的 梯度 及 温度 对 时 间 的 变化 率 对 应 力 影响 很 小 ， 则 上 式 写 成 

| z= 5 (Е, Е,Т) (5. 112) 


. = 55 = 0.55. 
其 中 TE dr ӘХ Е 


从 而 看 出 三 依赖 Y.F、T, 然 而 根据 材料 的 实际 ,我 们 研究 的 材料 为 流体 。 对 于 流体 ， 其 应 
力 除 了 依赖 了 外 ,只 与 密度 o 和 速度 梯度 Y 有 关 , 而 与 形状 的 改变 即 变形 无 关 , 因此 工 依 
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HAJ F py lJ detF 形式 出 现 。 
据 (4. 13) 式 


ъ=, ЈЕ (5. 113) 
通过 如 上 分 析 , 应 力 张 量 Z 的 依赖 关系 应 为 
A 
>= (р,Ү,Т) (5.114) 
速度 梯度 Y 可 以 分 解 对 称 部 分 B 和 反对 称 部 分 Z, 见 (3. 47) X, BD 
Wi 
кызы лукан 
1 ди; до; ага | 1 
в = 1 б = +Y + Y.) (5.115) 
_ 1|9%%_ доь;|-- — l y _ 
| 2 = L| Tj дх; хра 2 Y Ү.) 
于 是 (5. 114) 式 可 以 写成 
A 
> = > (B,Z,p,T) (5.116) ` 


现 将 空间 坐标 系 旋转 , 由 >; RER x'; 系 ,其 变换 为 
f jp Баш 
А = AG) = aylt)e'e, (5.118) 


在 新 坐标 系 的 速度 vy 


= (аһхь + anzi)e' 


DA _ кес ска 
则 - ov 


2 . А A 
= 一 一 (ai акхь)е ‚е; 
Эх m кь + Aka) j 


д, - ITa) ç 2 
Aik дє; + ар дт; е' € j 


Е жый. 
在 新 坐标 下 的 速度 梯度 | 


w a 


y = -一 е 
Y дх gx əx 


© = (AGYAD A | 
OYSA (ТА +A) ` 
由 以 上 两 式 再 加 上 (5. 115) 式 则 给 出 


* ч 


ГЕЗА Thn, ep en] r o A oue e C калм ш as s 
. іл ‚#3 I Er i SS уй "зз Nk Sa Ye Sa l. sz 
V. t .和 3 б ре Pali е ШАЙ Мо у КЕ АЫ 


| B . , А ; A ~À EE 
/ — f: ra >; t, 3. за SI St. <: куе Ж КЕ a | 
B = > (Y + Yu k крс ыу ENE RERE ДН 


从 


ы 70А: AHA ADHA BA PAS U 1 (51199 
TERE 9 НИТ с О 
Z= —(Y' —Ү') 
= 20А. А. А-А) Ағ ZA; Ni 05.120) 
HT А 为 正 交 张 量 | 
| | А, А, =] 
从 而 推出 | 


А.А. А-А. = 1= 0 
利用 上 式 的 结果 , 式 (5. 119) 和 (5. 120) 简 化 成 


B'=A BeA з ` (5.121) 
= А.А. +A: Z: А, е 
= А. (A, : A+ Z) .A. (5.122) 


根据 应 说 力 张 量 与 标 架 的 无 关 性 ,在 (5; 117) 式 的 变换 下 ， 式 (5. 116) 所 示 的 应 力 张 量 在 
新 的 坐标 系 下 为 (注意 pT 为 标量 ， 在 新 旧 坐标 系 中 一 样 ) 


у = (В',2',р,Т) = А - Ў · А, = А · y (B,Z,p,T) ° A, 
将 (5. DAG. 122) 式 代 人 上 式 左边 ， 由 此 得 到 
(А.В: 。A.,A + (А, ° A+ 7). А.,р,Т) = А · ya, LOTA ` 
由 于 在 式 (5. 117) 中 的 变换 系数 A ERM 的 请 数 ; НА 是 任 取 的 ,因此 总 可 找到 一 个 时 
Ж] to, IE AG) =1 H Ao) #0; 于 是 在 to MAERA 


EB,A+ Z.p, T) = 5 (В,2,р,Т) (5.123) 
要 使 如 上 等 式 在 :一 * 时 刻 成 立 , 则 应 有 
А Cto) + 200) = 2000) (5. 124) 
然而 ,要 使 这 个 恒等式 成 立 ,必须 要 求 | 
| А (20) = 0. 
但 是 Ado) 尖 0 


从而 恒等式 (5.124) 是 不 存在 的 ,于 是 说 明 在 = НЯХ 52 以 致 于 与 A 十 2. 无关, 当然 
在 :产品 时 和 也 应 与 乙 或 者 与 A 十 了 A 所 以 (5. 116) 应 表 成 

E= (B,oT) (5.125) 

由 于 应 力 张 量 取 (5. 125) 式 所 示 的 函数 形式 ,与 无关, 因此 在 空间 标 架 旋转 时 满足 
РЕ: (A-B А, ,ро,Т) 

WW E n Е ТАКА, a ВЕКЕ, ЗЕЕВА b FS 


ИЯ Р, КЕЕ 3 可 以 表 成 B 的 二 项 式 (详细 证 明 , 见 附录 5.1), B 
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E= (B,o,T) = BI + BB + 6B 


(5.126) 
其 中 PP、p: 为 B 的 三 个 


种 非 线性 流体 ,7 ss клан or viscous е. 如 果 在 上 式 中 ит 
则 成 一 般 粘 性 流体 的 本 构 方 程 。 
如 上 ,从 广义 .抽象 的 普遍 公理 出 发 ,给 出 了 材料 本 构 关系 的 某 些 一 般 的 形式 和 构成 
本 构 方 程 的 普遍 指导 思想 .关于 具体 的 某 种 材料 的 实用 本 构 方程 ,我 们 将 在 以 下 诸 章 分 别 
本 章 主要 参考 文献 [1] 和 [24。 


附录 5.1 


各 向 同性 的 二 阶 张 量 函数 的 形式 
буд 


为 张 量 D Q ыл f(D)， о REMER t(D) 保持 不 变 ， 
现 考虑 二 阶 张 量 , 设 D 和 TT 都 是 二 阶 对 称 张 量 ,T RE D 的 函数 ; 即 下 一 fD), ШЖ: 
ftD) 是 各 向 同性 张 量 函 数 , 当 标 架 任意 旋转 时 ( 设 其 变换 张 量 为 A) 则 恒 有 
f(A.D:A)=A.fD).A. (1) 
-上 起 成 立 的 充 要 条 件 为 ” | | . r | 
f (D) = al + ар + ур? (2) 


фав 为 D 的 不 变量 ,为 单位 张 量 。 上 式 便 是 各 向 同性 的 一 阶 张 量 函 数 的 具体 形 
È, а ж 


HERH Ё 
为 了 书写 方便 ,把 在 新 坐标 系 中 КЦ", Вр 
б = AD: А, HESA T-A 
于 是 (1) 式 可 写成 С S И 
i DT (3) 
1. 证 明 式 (2) 为 充分 条 件 | F; a | 
— , 它 在 新 的 坐标 系 中 应 MER 
Т-А T3 A, = A ° (el + 20 + YD) + A, 
= aA + Š ALH ВА -р.А, + YA e D? .A (4) 


AtItA =I  , А-А =1=А, A 


A*D’.A=A.D.D..A=A.D.I.D.A. 


* 关于 各 向 同性 张 量 , 见 附 录 6.1 ` 
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| = Ар. (А, A) eD А, = D? 
于 是 (4) 式 可 写成 E zi CLE бо, 
с о» 


О а | 


2. 证 明 式 (2) 为 必要 条 件 
. of T fl D 有 相同 的 主 方向 ， 设 D үти 


101.20: 0. Ты, = р КАЕ | 
D=|0 D, 0 
0 0 D; 
而 在 该 坐标 系 下 
Tu. Te Таз 
T = {Tu} = |T Tx Тзз|, Т» те T; 
ы. е Т, Т» Ta] 
将 该 坐标 系 按 如 下 变换 张 量 A 旋转 
1 0 0 
А = {а} = ый 
| 0 . O... =] 


则 在 新 的 坐标 系 下 ` 


HEOR. 


将 (8) 式 代 进 上 式 , 则 推出 
T=f(D)y=f(D)=T 
将 (6) 和 (9) 式 代 进 (10) 式 中 ,进行 比较 , 则 推出 : 
Та = 0 
Ti = Тұ = 0 


同 理 , 者 把 变换 张 量 A 取 成 
[+10 ог 
| a=] 0 1 0 | 
И 0 0- =] 
重复 如 上 的 步骤 , 则 可 推出 
Т» = Тз = 0 


将 (11) 和 (13) 式 代 进 (6) 式 中 , 则 给 出 
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(5) 


<6) 


(7) 


(8) 


《9) 


“ 《10) 


а) 


(12) 


(13) 


Т, о 0 Т, 0 O 
T= 0 Ta 01=10 Т, 0 (14) 
0 0 Ts 0 0 T, 
其 中 
Ti= Tun > Т=Т„ , Т; = Тз (15) 


由 (14) 式 可 知 ,在 D 的 主轴 坐标 系 下 ,T 也 是 对 角形 式 , 即 和 D 有 相同 的 主 方向 。 


由 于 在 D 的 主轴 坐标 系 中 ,T ЯП Р 同 成 对 角形 式 ， 见 (5) 式 和 (14) 式 ， m T= f (D) ,所 


以 在 主轴 系统 下 
Т, 0 0 
T=|0 T, 0|=f(D) = f(D.,,D,,D,) (16.1) 
о 0 Т; 
T, = T,(D, ,D;,D;) (16. 2) 


不 妨 设 上 式 的 函数 取 一 种 特殊 形式 , 即 表 作 
T, = T (D. ,D,,D.;) = g(D) 
n- T,(D,, Р», О ;) = g (Dz) 07) 

T, = T,(D,., D2,D3) = g(D,;) 
因 要 求 普遍 消 数 形式 的 (16. 2) 式 成 立 ,首先 必须 满足 各 种 特殊 形式 ,如 果 特 殊 形 式 的 函数 
都 不 满足 , 何 有 普遍 形式 ?所 以 满足 (17) 式 的 这 种 特殊 形式 ,是 满足 普遍 形式 (16) 式 的 起 
码 条 件 。 将 (17) 式 表 成 一 般 形式 为 

T = g(D) 
RAA z 是 DD 的 多 项 式 (或 是 能 展 成 D 的 收 化 多 项 式 (polynomial) 形 式 ) „Вр 
Т = g(D) = У) 


ёе () 


tB суус," c, ERM. 利用 上 式 , 则 (17) 式 表 成 


Т, 一 уэ, = Co 十 CiD, + eDi + ++ + eDi 


= Yap = С, + С.р, + оГ? 十 … + cD? 


{за 0 
= Узар = Co + ср, $ cD? + ses + c,D5 
£= 0 | 
将 上 式 代 进 (16. 1) 式 中 ,给 出 


УЭЛ; 0 0 


1=0 


0 > cD? 0 


1==0 


T = 


ШУ 


它 可 化 成 如 下 形式 к ле. 
T = cl + ciD E а + ++ + cD (18) 
其 中 к 
D 0 0 D 0 0 D. 0 O| 
D=|0 D 0|, р= |0. D} 0[|,- D = | 0 D 0 
о о D,J: 0404 DB) ai. о о D: 


AT ODEMIRA HARTERT ЖИЕ ОК ИШЕК. iR En E 
RR NEEC 119) 式 ,有 
D? = 10? — їр + H ol. 
rB I >. 1.0 D 的 第 一 、 第 三 .第 三 不 变量 。 | 
D:— DD: = D( bD? — Ыр + КЫ) ..` 
= pD’ — pD? 十 ED 
Io( pD? 一 pD:+ ED 一 Ы + WD 
= (IË — 00 – (llb— Z)D + ip ml 
以 此 类 推 DD, -e 、D” 均 可 表 成 D 的 二 次 多 项 式 , 综 上 所 论 , 式 (18) 可 表 成 如 下 形式 
T = f(D) = а + Вр + YD? (19) 
其 中 a BY ЖЕ cocineran 5 Lo, To. Epo 组 合成 的 待定 常数 。 当 然 a. py 也 是 不 变 
ж, 它们 可 在 主轴 坐标 系 :下 确定 ， 将 (19) 式 用 到 主轴 坐标 系 下 ， 有 
E = a + Вр, + Ур? К 


Т, = a + PD; + YD}. (20) 
T, =:а PPa + YD - Т 
自 上 式 便 可 确定 p. 由 此 看 出， 若 T=f(D) 是 D 的 各 向 同性 张 量 孙 数 ,fCD) 必 有 有 (19) 
式 形式 , 即 该 形式 是 必要 条 件 。 当 然 , 它 是 在 主 值 取 (17) 式 所 示 的 特殊 条 件 下 推出 的 。 
普遍 性 包括 特殊 性 ,既然 在 特殊 情况 都 要 有 式 (19) 成 立 , 当 然 对 于 普遍 情况 更 要 求 有 
式 (19) 成 立 。 所 以 说 , 式 (2) 即 式 (19) 是 于 =f(D) 为 D 的 各 向 同性 函数 的 充 要 条 件 。 
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